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Résumé

Cette thèse est consacrée à l’étude des objets binaires du Système solaire selon deux axes
principaux. Premièrement, nous examinons les paramètres physiques, tels que la taille
et l’albédo des binaires transneptuniens, obtenus à partir des mesures de flux thermique
en infrarouge par les télescopes spatiaux Herschel et Spitzer. Avec ces paramètres, nous
comparons les objets binaires avec les transneptuniens sans satellite. Cette analyse montre
que les distributions de tailles dans les deux populations sont différentes. Nous supposons
que cette tendance est liée à la prépondérance des petits binaires dans le groupe des objets
« froide », qui est plus favorable à la survie des binaires, parmi les autre groupes.

De plus, nous étudions les corrélations entre la taille et l’albédo et d’autres paramètres
physiques et orbitaux pour la population des binaires. Cette étude montre les fortes cor-
rélations suivantes : entre la taille et la masse, la taille et l’inclinaison héliocentrique,
la taille et la différence de magnitudes des composantes. L’étude trouve également deux
corrélations moins significatives – la densité avec la taille et la densité avec l’albédo –
qui nécessitent des vérifications ultérieures avec des données complémentaires. Nous don-
nons une interprétation possible des résultats du point de vue des différents modèles de
formation de tels objets.

Deuxièmement, nous présentons une nouvelle méthode de détermination d’orbite mu-
tuelle d’un système binaire. Cette méthode est basée sur la technique de Monte-Carlo par
chaînes de Markov avec une approche bayésienne. L’algorithme, développé dans cette thèse,
permet de déterminer où d’ajuster les paramètres d’une orbite képlérienne ou d’une orbite
perturbée à partir des observations simulées et réelles. Nous montrons que la méthode
peut être efficace même pour un petit nombre d’observations et sans condition initiale
particulière.
Mots-clés : astéroïdes binaires, ceinture de Kuiper, mécanique céleste, méthodes statis-
tiques, méthode de Monte-Carlo par chaînes de Markov, inférence bayésienne, optimisa-
tion.





Abstract

Orbital and physical characterisation of binary asteroids

This thesis is devoted to the study of binary objects in the Solar System and explores two
main themes. First, we examined physical parameters, such as size and albedo of trans-
Neptunian binaries, obtained from thermal flux measurements by the Herschel and Spitzer
space telescopes. Within these parameters, we compared binary objects with simple trans-
Neptunian objects without satellites. This analysis showed that the size distributions of
two populations are different. We assume that this trend is related to the predominance
of small binaries of cold classical group, which may be more favourable for the survival of
binaries, among other groups.

In addition, we studied the correlations between the size and albedo and other physical
and orbital parameters of the binaries population. This study obtained the following strong
correlation : size vs. system mass, size vs. heliocentric inclination, size vs. magnitude
difference of components. We also found two less significant correlations – bulk density vs.
size and bulk density vs. albedo – which require further verification with additional data.
We then set out a possible interpretations of the results from the perspective of different
formation models of such objects.

Secondly, we have presented a new method of binary system mutual orbit determina-
tion. This method is based on the Monte Carlo Markov chain techniques with a Bayesian
approach. The algorithm developed in this thesis is used for Keplerian or perturbed orbit
fitting to simulated or real observations. We show that the method can be effective even
for a small number of observations and without regard to particular initial conditions.
Key words : binary asteroids, Kuiper belt, celestial mechanics, statistical methods, Markov
chain Monte Carlo, Bayesian inference, optimization.
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Introduction générale

L’astéroïde binaire est un système de deux astéroïdes qui s’attirent par la force gravi-
tationnelle et orbitent autour de leur centre de masse commun. Généralement, l’objet le
plus grand dans un tel système s’appelle le primaire, et le plus petit s’appelle le secondaire.
Si les deux composantes ont des tailles comparables, le barycentre se trouve dans l’espace
entre eux. Si la taille d’une composante est considérablement inférieure à l’autre, le bary-
centre se trouve à l’intérieur du primaire. Dans ce dernier cas, la désignation satellite pour
le secondaire est souvent utilisée.

Histoire. Les premières hypothèses sur l’existence des astéroïdes binaires sont apparues
dès le début du XXème siècle. A cette époque, l’astronome français André (1901), en
étudiant la ressemblance de la courbe de lumière de (433) Éros avec celle de l’étoile binaire
β-Lyrae, a supposé la binarité de l’astéroïde. Bien que son hypothèse n’ait jamais été
confirmée pour (433) Éros, les recherches se sont poursuivies et l’existence des astéroïdes
binaires a été indirectement prouvée par les cratères doubles sur la surface des planètes et
de leurs satellites (Melosh and Stansberry, 1991).

De nombreuses observations depuis le sol ont été faites pour tenter de découvrir un
astéroïde binaire, cependant, le première satellite d’astéroïde a été découvert par hasard
à l’aide d’une sonde spatiale en 1993. C’est la sonde Galileo qui sur sa route vers Jupiter
a découvert une lune de 1.6 km, nommée Dactyl, à l’astéroïde (243) Ida. Une série de
découvertes a suivi à la fin des années 90 et au début des années 2000.

Aujourd’hui, 285 objets multiples sont connus (Johnston, 2016), ils sont présents dans
toutes les régions du Système solaire. La plupart des objets de ce type est concentrée
dans la ceinture principale d’astéroïdes (115 binaires et 6 triples). En outre, une quantité
importante de binaires (77 objets) et multiples (2 triples et Pluton avec 5 satellites) a été
découverte parmi les objets transneptuniens et centaures et il y a même un objet ((10199)
Chariklo) qui possède des anneaux (Braga-Ribas et al., 2014). En plus, nous connaissons
57 objets binaires géocroiseurs (et 2 triples), 20 astéroïdes binaires aréocroiseurs (et 1
triple) – astéroïdes dont l’orbite croise celle de Mars, et 4 binaires troyens de Jupiter.

Méthodes d’observations. Une des méthodes les plus efficaces, mais en même temps
la plus chère, pour étudier et découvrir des satellites d’astéroïdes est d’envoyer une sonde
spatiale. La sonde doit rester suffisamment longtemps dans le voisinage de l’objet pour
démontrer qu’un satellite se trouve vraiment en orbite autour de l’objet. Autrement, la
sonde peut observer un rapprochement aléatoire de deux objets qui n’ont pas de liaison
gravitationnelle.

Après le succès de Galileo, la sonde NEAR Shoemaker a été lancée en 1996. La sonde
a fait un passage vers l’astéroïde (253) Mathilde (Merline et al., 1998) et s’est ensuite mise
en orbite autour de l’astéroïde Éros (Veverka et al., 2000). Malheureusement, la recherche
de satellite pour ces deux astéroïdes n’a pas été couronnée de succès, bien qu’une séquence
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d’imagerie bien planifiée dans ce but ait été inclue dans le programme (ce qui manquait
dans le programme de Galileo).

Aujourd’hui une autre mission vers un astéroïde binaire est en projet. La cible est l’as-
téroïde Didymos avec son petit satellite, qui porte le nom inofficiel de Didymoon. Le projet
AIDA (en angl. « Asteroid Impact and Deflection Assessment ») est un projet commun
de l’ESA et la NASA (Cheng et al., 2012). La sonde se compose de deux vaisseaux : AIM
(en angl. « Asteroid Impact Monitor ») et DART (en angl. « Double Asteroid Redirection
Test ». Le premier servira à suivre comment le second impactera Didymoon à la vitesse
d’environ 6.5 km/s. Le but de la mission est d’étudier les possibilités de changement de
trajectoire de l’astéroïde à la suite d’un impact. Cette expérience pourrait être utile pour
éviter la collision d’un astéroïde avec la Terre.

Le télescope spatial Hubble (HST) a apporté une contribution importante dans l’obser-
vation des objets binaires. Une série de programmes d’observations avec HST a débouché
sur la découverte de la plupart des binaires transneptuniens connus (Noll et al., 2008).
Aujourd’hui, ce télescope est le plus efficace pour trouver et étudier les binaires transnep-
tuniens. Le HST fournit des images de haute résolution, mais obtenir du temps d’observa-
tion n’est pas toujours facile. Ainsi, les observations de HST sont souvent complémentaires
aux observations au sol.

Des télescopes au sol peuvent également être utilisés dans l’observation des objets bi-
naires. La technique de l’optique adaptative (OA) est largement mobilisée dans ce but
depuis les années 90 (Merline et al., 2002). Cette technique permet de minimiser les dé-
formations liées à l’atmosphère de la Terre dans l’image en les corrigeant en temps réel à
l’aide d’un miroir déformable. En pratique, l’OA fait résoudre le binaire et permet donc
de détecter plus facilement le satellite. Le premier binaire découvert par cette technique
en 1998 était l’astéroïde (45) Eugenia (Merline et al., 1999).

Pour les binaires transneptuniens suffisamment séparés la technique directe de camera
CCD sur les grands télescopes est possible. Cette technique permet même d’observer les
objets transneptuniens qui ne peuvent pas être observés avec OA à cause de leur faible
signal. Ainsi, en 2000 la binarité du transneptinien lointain 1998 WW31 a été découverte
par Veillet et al. (2001) au CFHT (Canada-France-Hawaii Teliscope).

La technique des radars est aussi mobilisée dans l’observation des binaires, particulière-
ment pour les objets géocroiseurs. Bien que cette technique possède plusieurs contraintes,
elle a permis de découvrir la plupart des satellites géocroiseurs (43 satellites) (Johnston,
2014). Les autre satellites géocroiseurs ont été découverts (ou supposés découverts) en
analysant les courbes de lumière photométriques, ou en combinant cette analyse avec les
radars. Généralement, l’objet binaire possède une courbe de lumière complexe, influen-
cée par les évènements mutuels (occultation et éclipse) et la rotation propre du primaire.
D’habitude, la courbe de lumière a deux périodes de perturbation : la première est cau-
sée par la rotation du primaire non-sphérique, et la seconde, généralement plus longue,
est seulement liée aux occultations et éclipses (Pravec et al., 2000). Cette technique est
contrainte par les conditions géométriques, la période orbitale et la taille du satellite afin
de pouvoir détecter la binarité (Merline et al., 2002).

Modèles de formation. Plusieurs scénarios, expliquant la formation des astéroïdes
et des objets transneptuniens multiples, existent dans la littérature et continuent à se
développer. La plupart d’entre eux sont basés sur le concept selon lequel la majorité des
astéroïdes se présentent sous forme d’une soi-disante « rubble pile » (ou agglomérat lâche).
Mais aucun des scénarios n’explique l’origine de tous les types de binaires.

Un scénario possible est celui d’une collision non-catastrophique, quand l’objet cible
n’est pas disloqué complètement après l’impact. Il est possible que l’impact produise des
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éjectas de cratères. Certains fragments éjectés peuvent alors être capturés en orbite autour
du corps cible, s’ils ont une énergie cinétique suffisante. Dans le même temps, la vitesse
d’éjection ne doit pas être trop grande pour que les fragments ne s’échappent pas complè-
tement. Une accrétion entre les fragments est aussi probable. Ainsi, selon Weidenschilling
et al. (1989) les satellites formés par ce scénario ont une structure « rubble pile » en orbite
prograde autour d’un primaire d’une forme très asphérique.

Un autre modèle de formation des systèmes binaires est celui d’une collision catas-
trophique (Doressoundiram et al., 1997). Selon ce modèle, certaines paires de fragments
d’un corps parent disloqué peuvent être capturées en orbite l’un autour de l’autre. Dans
ce scénario, la formation de plusieurs systèmes binaires est possible, ainsi que la forma-
tion de paires temporaires, détruites par la poursuite de l’évolution dynamique ou par des
collisions avec les autres fragments.

La formation d’un système binaire par une fission d’un corps dû à un impact oblique
est aussi probable (Merline et al., 2002). Selon ce scénario, le corps cible acquiert un
moment angulaire suffisamment grand au moment de l’impact de sorte qu’il ne peut plus
rester uni et doit se fissionner en deux, avec un certain moment angulaire transféré dans
le mouvement orbital. En revanche, ce modèle semble moins probable que la dislocation
complète de l’objet. Weidenschilling et al. (1989) suppose qu’il est difficile de donner un
moment angulaire suffisant sans destruction de l’objet.

Le modèle de fragmentation dû à la rotation semble plus probable pour les petits
binaires. Selon Richardson et al. (1998) les géocroiseurs de type « rubble pile » peuvent
se défragmenter sous les effets de marée en se rapprochant de la Terre. En revanche, les
études suivantes de Walsh and Richardson (2008) montrent que la fragmentation dûe à
l’effet de marée n’est pas le mécanisme principal. Les binaires géocroiseurs possèdent des
satellites en orbite très allongée, avec une excentricité et un demi-grand axe considérables.
Par des simulations numériques en prenant en compte tous les aspects comme la forme
et la rotation du corps, les rapprochements de planète, l’évolution de l’orbite sous l’effet
de marée, Walsh and Richardson (2008) ont trouvé que de tels systèmes ne peuvent pas
survivre longtemps. De plus, la découverte des petits systèmes binaires dans la ceinture
principale, pour lesquels le rapprochement de planète pour la dislocation sous l’effet de
marée n’est pas possible, a conduit à envisager un autre mécanisme de formation (Walsh
and Jacobson, 2015).

L’effet YORP (Yarkovsky-O’Keefe-Radzievskii-Paddack) est un phénomène très pro-
bable pour expliquer l’origine des petits binaires. Selon l’effet YORP, un corps relativement
petit et de forme irrégulière, chauffé par le Soleil, change sa vitesse de rotation. Rubincam
(2000) suppose que l’effet YORP peut faire tourner l’astéroïde suffisamment rapidement
pour amener à une fission rotationnelle.

La capture dynamique est un modèle de formation très probable pour plusieurs binaires
transneptuniens qui possèdent un moment angulaire élevé (Noll et al., 2008). En raison
de leur grande distance au Soleil et de leur vitesse orbitale, ils possèdent une énergie
cinétique du mouvement très petite. Ainsi, lorsque deux corps de taille similaire entrent
dans la sphère de Hill l’un de l’autre, leur attraction mutuelle est plus grande que la force
de marée du Soleil. Ensuite, une perte d’énergie est nécessaire pour la stabilisation de
l’orbite binaire. Elle peut alors se produire par le frottement dynamique de petits corps
dans l’environnement orbital. Goldreich et al. (2002) supposent que ces mécanismes ont
eu lieu pendant la période d’accrétion, au début de l’histoire du Système solaire, ainsi
de tels binaires sont primordiaux. Les modèles de collision sont aussi considérés comme
des mécanismes probables de formation de certains binaires transneptuniens (Noll et al.,
2008).
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Objectif de la thèse : les binaires transneptuniens et la détermination d’or-
bite. Les binaires transneptuniens (TNB, de l’anglais « transneptunian binaries ») sont
d’un intérêt particulier dans cette thèse et en général. Étant des objets primordiaux, ils
contiennent des informations importantes sur la formation et l’évolution du Système so-
laire (Gomes et al., 2005). Ils ont un avantage unique devant les objets sans satellite :
leur masse peut être déterminée à partir de l’orbite du satellite. En conséquence, quand la
taille de l’objet est mesurée ou estimée, par exemple à partir des mesures thermiques en
infrarouge, la densité peut être déterminée. Cette propriété physique permet de déterminer
des informations cruciales sur la structure interne des objets transenptuniens.

Malheureusement, très peu de TNB ont l’orbite de leur satellite bien déterminée. D’ha-
bitude, ces objets lointains et faibles ne sont pas faciles à observer, surtout si les deux com-
posantes sont proches l’une de l’autre. Ainsi donc, la détermination d’orbite avec très peu
d’observations rend le problème difficile voire même inapproprié pour la méthode classique
des moindres carrés. Une méthode statistique avec une approche bayésienne est proposée
dans cette thèse pour résoudre ce problème.

L’étude des caractéristiques physiques et orbitales des binaires transneptuniens mène
à la compréhension de l’évolution de tels objets, permettant ainsi d’ajuster ou de rejeter
l’un ou l’autre des modèles de formation.

Structure de la thèse. La thèse contient deux partie principales. La première partie
est consacrée à l’étude et à la caractérisation de la population des TNB, observés au cours
du programme « TNOs are Cool : A Survey of the Transneptunian Region » (Müller et al.,
2009). Dans le premier chapitre nous présentons le programme « TNOs are Cool » et la
population des objets transneptuniens de manière générale. Ensuite, dans le deuxième
chapitre, nous décrivons l’ensemble des données à notre disposition sur les TNB, déduites
ou prises dans la littérature. Dans le chapitre 3, des tests statistiques sont présentés et
appliqués dans le but de comparer la population de TNB avec les objets transneptuniens
sans satellite. Le dernière chapitre de la première partie, le chapitre 4, est consacré à l’étude
des corrélations entre les paramètres physiques et orbitaux de la population des binaires
transneptuniens. Les tests statistiques, contenant une analyse des incertitudes, ainsi que
ces résultats et leur interprétation sont présentés.

La deuxième partie de la thèse décrit le problème de la détermination d’orbite mutuelle
d’un système binaire et une méthode proposée pour le résoudre. Le modèle des deux points
de vue – dynamique et statistique – est présenté dans le chapitre 6. Dans ce chapitre nous
décrivons également deux méthodes existantes utilisées pour ce problème. Ensuite une
méthode de Monte-Carlo par les chaînes de Markov est décrite et proposée dans le chapitre
7. L’application de cette méthode sur les observations simulées et réelles est présentée dans
le chapitre 8, ainsi que les résultats et les difficultés de la méthode.

Les conclusions à la fin de chaque partie de la thèse rassemblent les résultats obtenus
avec des perspectives de développements ultérieurs.
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Première partie

Caractérisation des objets
transneptuniens binaires
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Jusqu’à présent, plus de deux mille objets ont été découverts en orbite au-delà de Nep-
tune, parmi lesquels 80 sont des systèmes multiples : 77 systèmes binaires, deux systèmes
triples et le système de Pluton avec ses 5 satellites (Johnston, 2014). Ces objets transnep-
tuniens (TNO, de l’anglais « transneptunien objects » ) sont formés des restes du disque
protoplanétaire, ainsi, leurs propriétés physiques fournissent des informations importantes
sur la formation et l’évolution du Système solaire (Gomes et al., 2005). Malheureusement,
les paramètres fondamentaux, comme la taille, l’albédo, la densité et la température sont
difficiles à mesurer. La mesure du flux thermique est le meilleur moyen à notre disposi-
tion pour déterminer les propriétés physiques. Cependant, cette mesure – surtout pour
les objets froids dans le Système solaire externe – n’est possible que depuis l’espace, car
l’atmosphère terrestre bloque le rayonnement spatial. Les TNO ont des pics d’émission
thermique aux longueurs d’onde pour lesquels l’atmosphère de la Terre est opaque. Grâce
aux télescopes spatiaux, comme Spitzer (Werner et al., 2004) et Herschel (Pilbratt, 2008),
il est devenu possible d’obtenir la taille et l’albédo d’environ 140 TNO.

1.1 Mission Spitzer
Spitzer est un télescope spatial infrarouge de la NASA (Werner et al., 2004) et il est

le quatrième du programme « Grands Observatoires ». Il a été lancé en 2003 et continue
à fonctionner aujourd’hui. D’une masse initiale de 950 kg, il a été placé sur une orbite
héliocentrique parallèle à celle de la Terre avec une période orbitale de 372 jours. Ce choix
d’orbite est justifié : en effet, le télescope infrarouge doit tenir ses instruments à une tem-
pérature basse. Par rapport aux télescopes infrarouges précédents placés en orbite autour
de la Terre (qui réfléchit une partie de la chaleur émise par le Soleil) l’orbite de Spitzer
permet d’économiser l’hélium utilisé pour le refroidissement initial des instruments.
Spitzer est constitué d’un télescope de 85 cm de diamètre et de trois instruments pour
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analyser le rayonnement infrarouge. Ces trois instruments scientifiques sont : IRAC (In-
frared Array Camera) une caméra permettant d’observer l’infrarouge proche et moyen (3
à 8 microns), IRS (Infrared Spectrograph) un spectrographe produisant des spectres du
rayonnement entre 5 et 38 microns et MIPS (Multiband Imaging Photometer) un spectro-
photomètre pour l’infrarouge lointain (50-160 microns). Tous les appareils optiques sont
refroidis par de l’hélium liquide (Werner et al., 2004). Au début de la mission, Spitzer
avait 360 litres d’hélium liquide à son bord qu’il a utilisés pour refroidir les instruments
et le télescope jusqu’à mai 2009. Actuellement, le télescope n’est plus refroidi et seule la
caméra infrarouge IRAC (infrarouge proche et moyen) continue de fonctionner sans re-
froidissement. Dans cet état, le télescope peut rester partiellement opérationnel encore
quelques années.

L’objectif scientifique principal de la mission est d’observer des phénomènes visibles
dans l’infrarouge comme : la naissance de l’univers, la formation et l’évolution des galaxies,
des étoiles et des planètes ainsi que la composition chimique de l’univers.

1.2 Mission Herschel
Herschel est un télescope spatial infrarouge de l’Agence spatiale européenne (Pilbratt,

2008). Il a été lancé en 2009 et a fonctionné jusqu’en 2013. Herschel a été lancé avec un
autre observatoire spatial, Planck, et placé au point de Lagrange L2 du système Terre-
Soleil. Avec un miroir de 3.5 mètres de diamètre, Herschel est le plus grand des télescopes
spatiaux.

Heschel possède trois instruments scientifiques : PACS (Photodetector Array Camera
and Spectrometer) un bolomètre et un spectromètre de moyenne résolution fonctionnant
sur les longueurs d’onde de 55 à 210 microns, SPIRE (Spectral and Photometric Imaging
Receiver) une caméra et un spectromètre de moyenne résolution, fonctionnant sur les lon-
gueurs d’onde de 200 à 670 microns, et HIFI (Heterodyne Instrument for the Far-Infrared)
un spectromètre hétérodyne à très haute résolution, fonctionnant sur les longueurs d’onde
de 157 à 625 microns.
Comme pour Spitzer, l’hélium liquide a été utilisé pour refroidir les instruments. Herschel
a été fourni avec 2 400 litres d’hélium ce qui a suffi pour les 3 ans et demi de la mission.
Les objectifs scientifiques principaux de Herschel sont similaires à ceux de Spitzer. Her-
schel est destiné à l’observation dans l’infrarouge pour étudier la formation des étoiles, des
galaxies primitives et l’évolution des galaxies ainsi que la chimie du milieu spatial.

1.3 Programme « TNOs are Cool »
Le programme « TNOs are Cool : A Survey of the Transneptunian Region » (Müller

et al., 2009), nom inspiré du fait que les TNO sont des objets froids (20-50 K), a été
créé pour étudier les objets transneptuniens, en particulier ceux observés par le télescope
spatial Herschel. Le projet contient l’utilisation de deux instruments scientifiques : PACS
et SPIRE, pour des mesures précises en différentes longueurs d’onde.
Le programme a reçu 373 heures de temps d’observation pour les 140 objets du projet
initial. Deux satellites naturels, Phoebe de Saturne et Sycorax d’Uranus, font partie des
140 objets. Les autres sont des TNO et des centaures en transition de la ceinture de
Kuiper vers le Système solaire interne (la classification est décrite dans la section 1.4).
Par ailleurs, le programme a prévu de compléter les observations de Herschel avec les
résultats déjà obtenus avec la mission Spitzer. Le projet « TNOs are Cool » a quatre buts
scientifiques principaux (Müller et al., 2009).
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Premièrement, mesurer la taille et l’albédo. Le grand échantillon de TNO observés permet
d’avoir une information sur la distribution initiale des tailles dans la ceinture de Kuiper
et ainsi contraindre les modèles de formation. De plus, la connaissance de l’albédo va
permettre d’estimer la composition de la surface. Un intérêt important du projet réside
dans la recherche de corrélations entre la taille, l’albédo et d’autres paramètres physiques
et orbitaux.
Deuxièmement, mesurer la densité. Celle-ci concerne particulièrement les systèmes binaires
dont la masse peut être déterminée à partir de leurs observations astronomiques. Les
mesures de diamètre permettent de calculer la masse volumique (angl. « bulk density »).
Ce paramètre physique contient une information importante sur la structure interne et,
par conséquent, il est relié à l’origine et l’évolution des TNO (Noll et al., 2008).
Le troisième but du projet est l’étude des caractéristiques de la surface des TNO. L’émission
thermique d’objets ne dépend pas que de la taille et de l’albédo, mais aussi des propriétés
de la surface, comme l’inertie thermique, la rugosité de surface et l’émissivité. Quand la
mesure en une seule longueur d’onde est disponible, ces effets ne sont pas pris en compte,
et dans ce cas la précision de l’albédo et de la taille est très faible. En revanche, si l’objet
est observé en deux ou plusieurs longueurs d’onde, ces effets peuvent être pris en compte.
Dans ce cas, le modèle de distribution de température à la surface est ajusté, ce qui permet
d’améliorer considérablement la détermination de l’albédo et du diamètre.
Le quatrième but du projet est de comprendre l’origine de la périodicité de la courbe de
lumière : dépend-elle de la forme de l’objet ou de la variation de l’albédo ? La courbe
thermique permet de résoudre cette ambiguïté. Dans le projet « TNOs are cool » il est
prévu d’observer 4 objets pour déterminer leurs courbes de lumière pendant toute leur
période de rotation.

1.4 Classification des TNO
Plusieurs classifications des objets transneptuniens existent dans la littérature. Cela est

dû au fait que les limites entre certains groupes ne sont souvent pas très bien déterminées.
Ici, nous utilisons la classification par la dynamique de Gladman et al. (2008). Cette
classification est basée principalement sur l’idée de distinction entre les classes de TNO
à partir de leur dynamique actuelle à court-terme. La classification est présentée sur la
figure 1.1.

Tour d’abord, pour séparer les TNO des autres groupes, nous déterminons les
contraintes sur le demi-grand axe et l’excentricité. Pour cela, le paramètre de Tisserand
par rapport à Jupiter, noté TJ , (voir équation 1.1) et le périhélie q = a(1− e) sont choisis
comme critères de contraintes.

TJ = aJ
a

+ 2
√
aJ
a

+ (1− e2) cos i, (1.1)

où a, e, et i sont les paramètres orbitaux de l’objet considéré : demi-grand axe, excentricité
et inclinaison respectivement et aJ est le demi-grand axe de Jupiter (environ 5.2 ua). Ainsi,
avec TJ <3.05, ce qui correspond aux orbites avec un périhélie au-delà de Jupiter et une
inclinaison suffisamment haute de sorte que le deuxième terme de l’équation (1.1) devient
petit, nous fixons la frontière entre les TNO et les comètes.
La contrainte q <7.35 ua (en équidistance entre Jupiter et Saturne, q ≈ 1/2(qJ + qS)
où qJ et qS sont les périhélies de Jupiter et Saturne respectivement), est utilisée comme
un critère complémentaire. Cette combinaison de conditions pour TJ et q ne sépare les
TNO que des comètes de Jupiter, mais pas des centaures. Pour déterminer la frontière
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Figure 1.1 – Schéma des contraintes entre les centaures, les objets épars, le nuage d’Oort, les
objets détachés et les objets classiques (Gladman et al., 2008).

entre les TNO et les centaures, une condition sur le demi-grand axe a < aN (où aN est le
demi-grand axe de Neptune) est choisie.

La frontière suivante qui contraint les TNO est le nuage d’Oort interne. Malgré que
les limites du nuage d’Oort ne soient pas déterminées exactement, formellement on pose
la limite interne du nuage : a = 2000ua.

Pour résumer, les TNO sont délimités sur le demi-grand axe a par les centaures à gauche
et le nuage d’Oort à droite (voir schéma 1.1), et au dessus par la population des comètes de
Jupiter (JFC). Les TNO sont classifiés en deux grands groupes : la ceinture classique (KBO,
en anglais « Kuiper belt objects ») puis les objets épars et détachés (SDO/DO). Cependant,
la limite entre ces deux groupes n’est pas bien déterminée par une division simple, car la
frontière entre les deux populations est complexe et implique tous les paramètres orbitaux.
Bien que les frontières de la ceinture classique ne soient pas très claires, il est d’usage de
considérer qu’elle s’étend entre 32 et 55 ua et contient des objets en orbite résonante et
non-résonante.

En effet, comme noté par Gladman et al. (2008) les terminologies « région transneptu-
nienne » et « ceinture de Kuiper » deviennent quasiment les mêmes, et la région transnep-
tunienne est définie comme l’ensemble des objets classiques, de la population des SDO/DO
et les objets résonants extérieurs aux Troyens de Neptune.

1.4.1 Objets en résonance

L’objet est en résonance p : q quand sa période orbitale est une fraction entière (p/q)
de celle de Neptune (cela s’appelle la résonance du moyen mouvement). Ces objets restent
en mouvement synchronisé avec Neptune et évitent d’être perturbés.
En particulier, les objets en résonance 2:3 sont appelés plutinos, car Pluton en fait partie.
Plus de 200 objets se trouvent dans cette résonance, ils ont un demi-grand axe d’environ
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39.4 ua. Parmi les autres résonances existent des groupes à 1 : 2, 3 : 4, 3 : 5, 4 : 7 et 2 : 5.
On peut évoquer aussi les objets troyens qui sont en résonance 1 : 1 avec Neptune. Ils se
trouvent sur des orbites très stables et occupent les points de Lagrange L4 et L5.

1.4.2 Disque des objets épars

Les objets épars (SDO) sont des objets avec un périhélie q > 30 ua. Ils sont générale-
ment situés sur des orbites très excentriques, non-stables et très perturbées par Neptune.
Par définition de Gladman et al. (2008), les SDO sont les objets qui sont caractérisés par
une variation forte du demi-grand axe. Il est d’usage de considérer qu’une variation du
demi-grand axe supérieure à 1.5 ua pendant 10 millions d’années (dans l’intégration nu-
mérique) classifie l’objet comme un SDO. Ainsi, les objets épars se dispersent en un très
large intervalle du demi-grand axe et se bornent aux centaures (a > 50 ua) et le nuage de
Oort interne (a < 2000 ua).

1.4.3 Objets détachés

Les objets détachés (DO) sont parfois classés de manière inappropriée parmi les objets
épars, car certains d’entre eux se trouvent dans la même région. Mais il est préférable de
les classer dans un groupe séparé, dans lequel les objets sont en orbite avec un périhélie
très éloigné de Neptune. Plus précisément, ces objets doivent être suffisamment loin de
l’influence gravitationnelle de Neptune pour qu’ils en soient détachés.

La frontière des objets détachés dans l’espace des paramètres est inconnue et s’éloigne
de plus en plus avec la découverte de nouveaux TNO en orbite avec de très grand demi-
grand axe. Ils peuvent inclure des objets du nuage de Oort et des objets en transition entre
les SDO et la nuage de Oort interne.
Pour séparer les objets détachés des SDO, l’intégration numérique de la variation du demi-
grand axe sur 10 millions d’années peut être appliquée. Mais trouver la limite inférieure
d’excentricité est un problème ouvert. Selon Gladman et al. (2008) cette frontière est
déterminée à e = 0.24. Ils ont établi cette division pour tenir compte des orbites stables à
l’intérieur de la résonance 2:1 avec une inclinaison modérée (10◦ - 20◦) et pour les classer
comme des objets classiques, plutôt que comme des détachés.

1.4.4 Objets classiques

Les objets classiques, aussi appelés cubewanos, sont tous des objets non-résonants qui
n’appartiennent à aucun autre groupe. Généralement, ils se trouvent en orbite presque cir-
culaire. Les objets classiques se répartissent entre la ceinture principale des classiques, la
ceinture interne (a <39.4 ua) et la ceinture externe (a > 48.4 ua). La limite des classiques
est en e <0.24, au-delà de laquelle se trouvent les SDO et les DO. Une autre division existe
pour les objets classiques. Elle les sépare en deux groupes : la population des « froids »
(cCl), qui possède des orbites peu inclinées et presque circulaires, et la population des
« chauds » (hCl), qui possède des orbites inclinées plus excentriques. Cette notation signi-
fie que les objets « chauds » sont dynamiquement « chauds », c’est-à-dire qu’ils sont en
orbites excitées, tandis que les objets « froids », sont dynamiquement stables. Les cCl sont
caractérisés par la présence d’une grande quantité d’objets binaires. Plusieurs limites de
l’inclinaison sont proposées pour distinguer les hCl et cCl. Les limites à i = 4.5◦ ou i = 5◦
(Doressoundiram et al., 2002) sont souvent utilisées.
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Présentation des données
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Au cours du programme « TNOs are cool » un échantillon de 30 objets binaires a été
examiné. Parmi ces objets, 6 font partie du groupe des résonants (dont 4 sont des plutinos),
2 sont des objets épairs, 3 sont des objets détachés et 19 sont des objets classiques (dont 11
objets « froids » et 8 objets « chauds »). L’histogramme de distribution des objets binaires
observés selon la classe dynamique est présenté sur la figure 2.1.

Dans les prochaines sections nous allons analyser les paramètres physiques et orbitaux
des astéroïdes binaires transneptuniens. Avant cette analyse détaillée, nous présentons
toutes les données que nous allons utiliser.

2.1 Origine des données
Dans notre analyse, nous ne prenons en compte que les astéroïdes du programme

« TNOs are cool ». Ainsi, ce sont 138 objets, dont 28 astéroïdes binaires et 2 multiples.
Dans notre étude, nous ajoutons les astéroïdes multiples à l’ensemble des binaires. En
parlant du groupe des astéroïdes binaires nous sous-entendons donc que les multiples font
partie de ce groupe. Nous n’avons pas pris en analyse Pluton car cet objet est un système
dynamiquement beaucoup plus complexe et déjà largement étudié par d’autres équipes.

Les informations sur les objets contiennent les caractéristiques suivantes :
– des informations générales qui proviennent de la base de données « TNOs are cool »
située à Meudon : désignation, nom du satellite (s’il existe), type de système (bi-
naire ou multiple), classe dynamique, nombre d’observations par Herschel et Spitzer
(Tableau 2.1) etc. ;

– les paramètres d’orbite héliocentrique : demi-grand axe (a), distance périhélique (q),
excentricité (e), inclinaison (i) (Tableau 2.2) ;

– les valeurs du diamètre effectif D et de l’albédo géométrique pV avec leur incer-
titude correspondante sont calculées (voir 2.2) par l’équipe « TNOs are cool » et
aimablement fournies par Emmanuel Lellouch et Esa Vilenius (Tableau 2.3) ;

– les informations sur la différence de magnitude entre le primaire et secondaire ∆HV

(Tableau 2.4), les paramètres de l’orbite relative du secondaire autour du primaire
(la période orbitale (P ) et le demi-grand axe (ar)), si elle est déterminée, ainsi
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Table 2.1 – Données utilisées dans ce travail : objets binaires et triples selon le nombre d’obser-
vations par Herschel et Spitzer, leur groupe dynamique (objets classiques froids (cCl) et chauds
(hCl), objets épars (ScD) et détachés (Det), objets en résonance avec Neptune (Res) et plutinos
(Plu)).

Désignation Groupe Type Herschel Spitzer
(275809) 2001 QY297 cCl Binaire 8 4
(66652) Borasisi cCl Binaire 8 14
(79360) Sila-Nunam cCl Binaire 9 5
(88611) Teharonhiawako cCl Binaire 8 4
2001 RZ143 cCl Binaire 8 4
2001 XR254 cCl Binaire 8 0
2002 VT130 cCl Binaire 0 11
2003 QA91 cCl Binaire 8 8
2003 QR91 cCl Binaire non publié
2003 WU188 cCl Binaire 8 0
2005 EF298 cCl Binaire 8 0
2001 QC298 hCl Binaire non publié
Makemake hCl Binaire 16 15
(136108) Haumea hCl Triple 9 6
(120347) Salacia hCl Binaire 12 2
(148780) Altjira hCl Binaire 8 11
(174567) Varda hCl Binaire 8 0
(50000) Quaoar hCl Binaire 10 16
(55637) 2002 UX25 hCl Binaire 10 5
(208996) 2003 AZ84 Plu Binaire 6 3
(38628) Huya Plu Binaire non publié
(47171) 1999 TC36 Plu Triple 8 3
(90482) Orcus Plu Binaire 12 5
(119979) 2002 WC19 Res Binaire 8 4
(26308) 1998 SM165 Res Binaire 8 18
(42355) Typhon ScD Binaire 10 4
(65489) Ceto ScD Binaire 8 2
(136199) Eris Det Binaire 8 19
(229762) 2007 UK126 Det Binaire 8 0
(48639) 1995 TL8 Det Binaire 8 4
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Table 2.2 – Objets binaires, observés par Herschel et Spitzer, selon leur groupe (objets classiques
froids (cCl) et chauds (hCl), objets épars (ScD) et détachés (Det), objets en résonance avec Neptune
(Res) et plutinos (Plu)), et les éléments d’orbite heliocentrique (demi-grand axe (a), excentricité
(e), inclinaison (i) et périhélie (q)).

TNB Groupe a, ua e i, deg q, ua
Typhon ScD 38.383 0.543 2.426 17.529
Huya Plu 39.423 0.275 15.465 28.563
Orcus Plu 39.442 0.219 20.569 30.821
2003 AZ84 Plu 39.657 0.175 13.558 32.709
1999 TC36 Plu 39.659 0.23 8.416 30.541
Salacia hCl 41.869 0.109 23.944 37.319
2002 VT130 cCl 42.429 0.03 1.163 41.146
2002 UX25 hCl 42.712 0.145 19.444 36.522
2001 XR254 cCl 42.893 0.033 1.235 41.479
Haumea hCl 43.256 0.192 28.217 34.964
Quaoar hCl 43.39 0.034 7.984 41.902
Borasisi cCl 43.627 0.085 0.562 39.928
2001 QY297 cCl 43.763 0.085 1.546 40.053
Teharonhiawako cCl 43.812 0.031 2.59 42.436
2005 EF298 cCl 43.839 0.087 2.869 40.038
2001 RZ143 cCl 44.048 0.065 2.129 41.204
Altjira hCl 44.107 0.062 5.208 41.385
Sila-Nunam cCl 44.108 0.013 2.237 43.515
2003 WU188 cCl 44.118 0.041 3.773 42.309
2003 QA91 cCl 44.653 0.069 2.413 41.592
Makemake hCl 45.715 0.156 29.007 38.463
Varda hCl 45.809 0.144 21.53 39.196
2001 QC298 hCl 46.124 0.121 30.626 40.550
2003 QR91 cCl 46.795 0.190 3.489 37.895
2002 WC19 Res 47.884 0.26 9.192 35.432
1998 SM165 Res 48.112 0.374 13.466 30.098
1995 TL8 Det 53.065 0.245 0.245 40.087
Eris Det 67.665 0.442 44.178 37.758
2007 UK126 Det 73.744 0.49 23.367 37.642
Ceto ScD 101.001 0.824 22.309 17.771
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Table 2.3 – Données de diamètre effectif (D) et d’albédo (pV ) avec les limites d’erreur supérieures
(εD+, εpV

+) et inférieures (εD−, εpV
−).

TNB D, km εD+ εD− pV εpV + εpV −
Typhon 185 7 7 0.044 0.003 0.003
2002 WC19 348 45 45 0.167 0.052 0.037
1998 SM165 291 22 26 0.083 0.018 0.013
Orcus 958 23 23 0.231 0.018 0.011
Ceto 281 11 11 0.056 0.006 0.006
Salacia 901 45 45 0.044 0.004 0.004
2001 QY297 229 22 108 0.152 0.439 0.035
2001 XR254 221 41 71 0.136 0.168 0.044
Haumea 1240 69 59 0.804 0.062 0.095
Altjira 331 51 187 0.043 0.1825 0.0095
Borasisi 163 32 66 0.236 0.438 0.077
Varda 792 91 84 0.102 0.024 0.020
Teharonhiawako 220 41 44 0.145 0.086 0.045
2005 EF298 174 27 32 0.16 0.13 0.07
Eris 2454 117 117 0.845 0.088 0.088
Quaoar 1074 38 38 0.127 0.010 0.009
1999 TC36 393 25 27 0.079 0.013 0.011
2002 UX25 697 23 25 0.107 0.005 0.008
2001 QC298 303 27 30 0.061 0.027 0.017
Sila-Nunam 343 42 42 0.090 0.027 0.017
1995 TL8 244 82 63 0.231 0.189 0.102
2001 RZ143 140 39 33 0.191 0.066 0.045
2003 AZ84 727 62 67 0.107 0.023 0.016
2003 QA91 260 30 36 0.130 0.119 0.075
2003 QR91 280 27 30 0.054 0.035 0.028
2003 WU188 220 - - 0.15 - -
2007 UK126 599 77 77 0.167 0.058 0.038
Huya 458 9 9 0.083 0.004 0.004
2002 VT130 324 57 68 0.097 0.098 0.049
Makemake 1430 9 9 0.77 0.030 0.030
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Table 2.4 – Données de la différence de magnitude avec sa référence publiée.

TNB Satellite ∆HV Référence
2001 RZ143 0.1 Noll et al. (2008)
2003 QA91 0.1 Noll et al. (2008)
Sila-Nunam Nunam 0.12 Grundy et al. (2012)
2001 QY297 0.2 Grundy et al. (2011)
2003 QR91 0.2 Grundy (2015)
Altjira 0.23 Grundy et al. (2011)
2001 XR254 0.415 Grundy et al. (2011)
2001 QC298 0.44 Grundy (2015)
2002 VT130 0.44 Grundy (2015)
Borasisi Pabu 0.45 Grundy et al. (2011)
Ceto Phorcys 0.56 Grundy et al. (2007)
2005 EF298 0.59 Grundy (2015)
Teharonhiawako Sawiskera 0.7 Grundy et al. (2011)
2003 WU188 0.7 Noll et al. (2008)
Typhon Echidna 1.3 Grundy (2015)
Huya 1.4 Mommert et al. (2012)
Varda 1.45 Grundy (2015)
1995 TL8 1.7 Stephens and Noll (2006)
1999 TC36 S/2001 (47171) 1 2.14, 0.2 Benecchi et al. (2010)
Salacia Actaea 2.37 Stansberry et al. (2012)
2002 UX25 2.5 Brown (2013)
2002 WC19 2.5 Grundy (2015)
Orcus Vanth 2.61 Grundy et al. (2011), B09b
1998 SM165 S/2001 (26308) 1 2.69 Grundy et al. (2011)
Haumea Hi’iaka, Namaka 2.98, 4.6 Ragozzine and Brown (2009)
2007 UK126 3.79 Grundy (2015)
Eris Dysnomia 4.43 Brown and Schaller (2007)
2003 AZ84 5.0 Grundy (2015)
Quaoar Weywot 5.6 Fraser et al. (2013)
Makemake S/2015 (136472) 1 7.8 Parker et al. (2016)
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Figure 2.1 – Distribution des objets binaires, observés par Herschel et Spitzer, selon leur classe
dynamique (objets classiques froids (cCl) et chauds (hCl), objets épars (ScD) et détachés (Det),
objets en résonance avec Neptune (Res) et plutinos (Plu)).

que la masse totale (m) du système binaire (Tableau 2.5) ont été recueillies dans
la littérature et la base de données de Johnston (Johnston, 2014), disponible sur
Internet en libre accès 1 ;

– la valeur de la masse volumique (ensuite appelée densité et désignée ρb, en anglais
« bulk density ») a été calculée par nous-mêmes à partir du diamètre effectif, de la
masse totale du système binaire (si disponible) et de la différence de magnitude (voir
section 2.3, Tableau 2.5).

2.2 Calculs de diamètre et d’albédo
L’émission thermique d’un objet est liée à son albédo et à sa taille, ainsi, comme nous

l’avons déjà mentionné, les observations thermiques en infra-rouge jouent un rôle important
dans la caractérisation physique des astéroïdes.

L’émission thermique des TNO a son pic en longueur d’onde à 40 µm ou plus, ce qui est
inaccessible avec les observations depuis le sol (bande passante 5-20 µm) à cause de l’ab-
sorption atmosphérique. La combinaison des mesures de flux thermique par Spitzer-MIPS
et par Herschel-PACS donne la possibilité de déduire le diamètre et l’albédo géométrique.

Pour interpréter l’émission thermique d’astéroïdes en terme de paramètres physiques,
un modèle thermique est nécessaire. Dans le programme « TNO are cool » les modèles

1. http ://www.johnstonsarchive.net/
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Table 2.5 – Données d’orbite du satellite : la période orbitale P et le demi-grand axe ar. Données
du système binaire : la masse totale m, la densité calculée ρb et son incertitude ερ.

TNB P, jours ar m ±σm × 1019, kg ρb,
g
cm3 ±ερ

Typhon 18.982 1628 0.087 ± 0.003 0.33 0.012
2002 WC19 8.403 4090 7.7 ± 0.005 3.90 0.253
1998 SM165 130.158 11377 0.687 ± 0.0018 0.59 0.002
Orcus 9.539 9006 63.6 ± 0.33 1.53 0.008
Ceto 9.554 1840 0.541 ± 0.042 0.64 0.050
Salacia 5.494 5619 43.6 ± 1.1 1.29 0.032
2001 QY297 138.11 9960 0.411 ± 0.0038 0.92 0.009
2001 XR254 125.58 9310 0.406 ± 0.02 1.00 0.049
Haumea 18.278 49880 403 ± 4 4.44 0.044
Altjira 139.56 9904 0.399 ± 0.0067 0.30 0.005
Borasisi 46.289 4528 0.343 ± 0.0027 2.11 0.017
Varda 5.7508 4800 26.5 ± 0.39 1.27 0.019
Teharonhiawako 828.8 27670 0.244 ± 0.0032 0.60 0.008
2005 EF298 0.59 7700 0.22 ± 0.01 1.10 0.050
Eris 15.79 37580 1660 ± 20 2.20 0.026
Quaoar 12.26 13800 140 ± 21 2.18 0.326
1999 TC36 2.14 7411 1.28 ± 0.006 0.62 0.003
2002 UX25 8.3095 4770 12.5 ± 0.3 0.79 0.019
2001 QC298 19.2287 3813 1.19 ± 0.014 1.14 0.013
Sila-Nunam 12.51 2777 1.08 ± 0.022 0.72 0.015
Makemake 12.4 21000 260 ± 50 1.7 0.3267

« Near-Earth Asteroid Thermal Model » (NEATM, Harris (1998)) et « hybrid standard
thermal model » (hybrid STM, Stansberry et al. (2008)) ont été utilisés. Les deux modèles
sont identiques, sauf que le modèle hybride STM suppose que l’angle de phase est nul. Ini-
tialement, le modèle NEATM a été créé pour les objets géocroiseurs, mais il est applicable
et utilisé pour tous les objets sans atmosphère.

Les mesures en différentes longueurs d’onde sont utilisées pour contraindre un para-
mètre, qui s’appelle le « paramètre rayonnant », η (en angl. « beaming parameter »). Il
a été introduit dans le but de modifier le modèle de distribution de température pour
prendre en compte l’augmentation de l’émission thermique en petit angle de phase, lié à
la rugosité de surface, l’inertie thermique et la rotation. Ainsi, pour les objets parfaite-
ment lisses et sans inertie thermique on aura η = 0. Finalement, les mesures thermiques
permettent de contraindre non seulement deux paramètres – taille et albédo – mais aussi
le paramètre rayonnant (quand on a des mesures en plusieurs longueurs d’onde).

Le problème de détermination de D et pV (et η, si les mesures de Herschel sont com-
binées à celles de Spitzer) est un ajustement du modèle thermique aux observations. Soit,
pour une distribution de température donnée, l’émission thermique F observée en longueur
d’onde λ

F (λ) = ε

∆2

∫
S
B(λ, T (S)) dS u, (2.1)

où ε est l’émissivité, ∆ est la distance entre l’observateur et l’astéroïde, B(λ, T (S)) est la
loi de rayonnement de Planck pour les corps noirs, T (S) est la distribution de température
sur la surface S et u est le vecteur unitaire vers l’observateur d’élément de surface dS.

Dans le travail du groupe « TNOs are cool » les hypothèses suivantes sont faites :
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– ε = 0.9, qui est basé sur des mesures de laboratoire sur de la poudre de silicate en
longueur d’onde 22µm ;

– l’intégrale de phase q = 0.336 pV + 0.479 ;
– si l’observation de Spitzer est indisponible, η = 1.2± 0.35.

Avec ces hypothèses la température subsolaire est :

TSS =
(
FS(1− pV q)

r2ηεσ

)1/4
, (2.2)

où FS est la constante solaire (le flux solaire à 1 ua), σ est la constante de Boltzmann, r
est la distance héliocentrique. Le diamètre D est lié à l’albédo par la relation :

D = 2× 100.2(Vs−Hv)
√
pV

, (2.3)

où Vs = −26.76 ± 0.02 est la magnitude apparente du Soleil, et Hv est la magnitude
absolue de l’objet en bande V. Ainsi, la solution pour D, pV (et η) est déterminée en
utilisant l’approche des moindres carrés pour la minimisation du χ2

ν :

χ2
ν = 1

ν

N∑
i=1

[F (λi)− Fmodel(λi)]2
σ2
i

, (2.4)

où ν est le nombre de degrés de liberté, N le nombre de mesures, F (λi) est la densité de
flux mesurée à la longueur d’onde λi avec l’incertitude σi et Fmodel(λi) est le flux de la
modélisation d’émission.

Dans le cas des systèmes binaires, D est le diamètre des aires équivalentes, c’est-à-dire
le diamètre de la sphère avec la même aire totale de surface.

L’estimation des erreurs du diamètre et de l’albédo est faite par la méthode de Monte-
Carlo, avec une simulation de 500 ensembles de densités de flux, distribués normalement
autour des densités de flux observées et avec l’écart type des observations.

2.3 Calcul de la densité
Contrairement aux astéroïdes simples, les binaires permettent la détermination de leur

densité. La masse du système binaire est calculée à partir de la troisième loi de Kepler :

m = 4π2

G

a3
r

P 2 , (2.5)

où m = m1 + m2 est la masse totale du système binaire, G la constante gravitationnelle,
ar son demi-grand axe et P sa période orbitale. Évidemment, connaître l’orbite relative
de l’astéroïde secondaire autour du primaire est une contrainte importante et pas toujours
facile à résoudre (voir la deuxième partie de cette thèse).

Dès que la masse est calculée et la différence de luminosité connue, nous pouvons
estimer la densité des astéroïdes, en faisant les suppositions suivantes :

– les composantes du système binaire ont des albédos identiques ;
– les composantes du système ont une forme sphérique ;
– les composantes du système ont une même densité.
Ainsi, la différence de luminosité entre le primaire et le secondaire, exprimée en diffé-

rence de leur magnitude ∆HV = HV 2−HV 1, où HV 1 et HV 2 sont des magnitudes en bande
V (magnitudes visuelles) du primaire et secondaire respectivement, peut être convertie en
rapport de leur diamètre. La relation entre la magnitude, le diamètre et l’albédo a été déjà
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décrite (voir l’équation (2.3)). Ainsi, en supposant que les composantes ont des albédos
identiques, le rapport des diamètres vaut :

k = D2/D1 = 10−0.2∆HV . (2.6)

En supposant que les deux objets du système binaire sont sphériques, le « diamètre
volumique » est :

D′ = 2 3

√
3

4πV , (2.7)

où V = V1 +V2, et Vi = 1
6πD

3
i est le volume de chaque composante. Ainsi, le rapport k et

le diamètre effectif D2 = D2
1 +D2

2 mènent au diamètre volumique :

D′ = (1 + k3)1/3
√

1 + k2
D. (2.8)

Pour les objets triples, une formule similaire peut être appliquée :

D′ = (1 + k3
1 + k3

2)1/3√
1 + k2

1 + k2
2

D, (2.9)

où k1 = D2/D1 et k2 = D3/D1. Ensuite, la densité est calculée par une simple relation :

ρb = 6m
πD′3

. (2.10)

Les incertitudes sur la densité sont calculées par la formule des mesures indirectes. Soit
ρb une fonction de deux paramètres (m,D′), l’erreur sur la densité sera :

∆ρb =

√(
∆m∂ρb

∂m

)2
+
(

∆D′ ∂ρb
∂D′

)2
. (2.11)

2.4 L’ensemble des données
L’analyse exploratoire débute par la présentation des caractéristiques standards de

l’ensemble des données. Dans le tableau 2.6, un relevé de ces caractéristiques pour les
différents paramètres est présenté. Le relevé contient la moyenne, la médiane, la variance,
l’écart type et la taille de chaque paramètre.

Nous présentons ensuite les données sous forme de « boîtes à moustaches », qui affichent
schématiquement les propriétés statistiques suivantes : les premier et troisième quartiles,
la médiane, les extrémités inférieure et supérieure (les « moustaches ») qui sont les valeurs
maximales et minimales ne dépassant pas 1.5 fois l’écart inter-quartile et les valeurs ex-
trêmes des données. Les « boîtes à moustaches » pour le diamètre et l’albédo avec tous les
autres paramètres orbitaux et physiques sont présentées sur la figure 2.3.

Les « boîtes à moustaches » révèlent une forte dissymétrie des données : concentration
de valeurs petites et présence de quelques valeurs très grandes. Par exemple, les valeurs
extrêmes de la masse m, très grandes par rapport aux autres, correspondent aux objets
Eris, Haumea et Orcus, qui sont classés comme des planètes naines (ou candidats au statut
de planète naine dans le cas de Orcus).

Pour finaliser notre analyse préliminaire de l’ensemble des données, nous montrons
schématiquement les matrices de corrélations entre tous les paramètres en utilisant trois
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Table 2.6 – Résumé statistique des données

moyenne médiane écart type nombre
D, km 542.67 327.50 499.68 30
pV 0.19 0.13 0.22 30
a, ua 47.50 43.94 12.57 30
e 0.19 0.14 0.18 30
i, deg 12.11 8.20 11.64 30
q, ua 36.69 38.83 6.56 30
∆HV 1.85 1.35 1.91 30
P, jours 78.43 15.79 178.6 21
ar, km 11831.57 7700 12468.44 21
m, kg 1.25e+21 1.19e+19 3.66e+21 21
ρb, g/cm3 1.4 1.1 1.09 21

coefficients différents – Pearson, Spearman et Kendall – qui sont présentées sur la fi-
gure 2.4. Ces schémas sont des représentations graphique de la matrice de corrélation.
Elles montrent avec évidence des corrélations : les grandes cercles foncés (bleu ou rouge
sont des corrélations positives ou négatives respectivement) signifient une corrélation forte
entre les paramètres. De cette manière, nous voyons qu’avec les coefficients de Spearman et
Kendall nous mettons en évidence les mêmes combinaisons de paramètres en corrélation.
Au contraire, le coefficient de Pearson donne des résultats différents, montrant ainsi que
le modèle linéaire n’est pas toujours adapté. Par exemple, il est certainement improbable
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Figure 2.2 – Contre-exemple de corrélation forte par le coefficient de Pearson.

que le diamètre avec l’albédo ou l’albédo avec la masse soient en corrélation linéaire (voir
distributions sur les figures 2.2), même si le test de Pearson le montre. Ainsi, il est évidem-
ment préférable d’utiliser les coefficients de corrélation monotone (Spearman et Kendall)
qui permettent d’étudier un lien entre variables pas forcement linéaire. Nous allons étudier
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ces deux coefficients plus en détails dans les prochaines sections.
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Figure 2.3 – « Boîtes à moustaches » pour les données de diamètre, albédo, demi-grand axe,
excentricité, inclinaison, périhélie, période et demi-grand axe de l’orbite relative, masse totale,
densité, différence de magnitude. Les paramètres sont normalisés (divisés par la moyenne). Sur
la figure sont représentés les premier et troisième quartiles (les côtés inférieure et supérieure du
rectangle), la médiane (ligne qui coupe le rectangle), les extrémités inférieur et supérieur (les
« moustaches », les valeurs maximales et minimales, mais ne dépassant pas 1.5 fois l’écart inter-
quartile) et les valeurs extrêmes (petits cercles, les valeurs qui dépassent 1.5 l’écart inter-quartile).
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Figure 2.4 – Illustration de corrélations entre les paramètres pour les 30 (à gauche) et 21 (à droite)
objets données, exprimées en trois coefficients de corrélations (du haut en bas) : Pearson, Spearman
et Kendall. Pour lire la corrélation entre deux paramètres, il suffit de choisir ces paramètres sur
la diagonale, tracer les lignes verticales et horizontales à partir des cellules de chaque paramètre
et voir la corrélation dans l’intersection de ces lignes : la cercle ou la valeur du coefficient. Par
exemple : D et m sont fortement corrélés (grand cercle bleu) avec un coefficient de Spearman 0.96.
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Chapitre 3

Comparaison avec les astéroïdes
simples
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Notre connaissance des astéroïdes simples est plus grande que celle des binaires. Peut-
on affirmer qu’ils ont les mêmes propriétés physiques et sont issues de la même population
parente ? Pour clarifier cela, nous allons commencer notre analyse par la comparaison de
deux populations d’astéroïdes : la population des binaires avec la population des astéroïdes
simples. A l’aide de tests statistiques, nous allons déterminer si la distribution des données
est la même dans les deux groupes.

3.1 Test d’hypothèse
Avant de procéder aux tests statistiques nous donnons quelques notions nécessaires.
L’hypothèse statistique est une supposition sur la distribution ou les propriétés d’une

variable aléatoire. Dans le test d’hypothèse on pose une hypothèse nulle H0 et une hy-
pothèse alternative Ha sur les données. Deux conclusions fausses sur ces hypothèses sont
possibles :

– Erreur de type 1. L’hypothèse nulle est rejetée quand elle est juste.
– Erreur de type 2. L’hypothèse nulle n’est pas rejetée quand elle est fausse.

Idéalement il faux minimiser les deux erreurs, mais généralement ce n’est pas possible.
Ainsi il faut choisir quelle erreur est la plus importante dans le test. Traditionnellement,
les scientifiques ne contrôlent que l’erreur de type 1 au niveau 5% (Feigelson and Babu,
2012). Ce choix s’appelle un seuil de signification α, et représente la probabilité d’erreur
de type 1, c’est-à-dire la probabilité de rejeter l’hypothèse nulle quand elle est juste. Une
autre caractéristique du résultat s’appelle la valeur-p. Le valeur-p est la probabilité, en
supposant que l’hypothèse nulle soit vraie, d’obtenir la même valeur ou une valeur plus
extrême du test. Autrement dit, c’est la probabilité d’erreur de type 1. Il est important de
noter que nous ne pouvons jamais accepter définitivement l’hypothèse nulle, mais pouvons
seulement la rejeter par le test statistique avec un certain seuil de signification.

Dans ce chapitre nous allons utiliser deux méthodes pour tester l’hypothèse nulle H0
exprimant le fait que les deux populations d’astéroïdes – binaires et simples – ont les
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Table 3.1 – c(α)

α 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001
c(α) 1.22 1.36 1.48 1.63 1.73 1.95

mêmes distributions. Les deux tests sont indépendants de la distribution des paramètres,
ils peuvent ainsi être facilement appliqués. La méthode de Mann-Whitney-Wilcoxon teste
la différence entre les échantillons liée à leur tendance centrale – aux médianes. Mais si on
veut tester l’égalité des distributions d’une manière globale, le test de Kolmogorov-Smirnov
est préférable.

3.2 Test de Kolmogorov-Smirnov
Le test de Kolmogorov-Smirnov (KS-test) (Bol’Shev and Smirnov, 1983) est un test

statistique non paramétrique qui permet de déterminer si deux échantillons suivent une
même loi. Le KS-test a l’avantage de ne faire aucune supposition sur la forme de la distri-
bution des données.

Le test quantifie la distance entre les fonctions de répartition empiriques de deux échan-
tillons. L’hypothèse nulle dans ce test est que les échantillons viennent de la même loi de
probabilité. Soient deux échantillons de tailles n1 et n2. La statistique de Kolmogorov-
Smirnov, notée Dn1,n2 , est la distance maximale entre les fonctions de répartition empi-
riques F1,n1(x) et F2,n2(x) calculée de la manière suivante :

Dn1,n2 = sup
x
|F1,n1(x)− F2,n2(x)|, (3.1)

où F1,n1 et F2,n2 sont les fonctions de répartition empiriques du premier et du deuxième
échantillon respectivement. L’hypothèse nulle est rejetée au niveau α si

Dn1,n2 > c(α)
√
n1 + n2
n1n2

, (3.2)

où α est un seuil de signification pour l’hypothèse nulle (les deux distributions sont iden-
tiques). La valeur de c(α) est donnée pour différents α dans le tableau 3.1 (Bol’Shev and
Smirnov, 1983).

Test de Kolmogorov-Smirnov à 2 dimensions. Le KS-test standard permet de
comparer deux distributions pour un seul paramètre. Mais il est souvent intéressant de
comparer deux populations caractérisées par plusieurs paramètres. La méthode, dévelop-
pée par Peacock (1983), permet de comparer deux échantillons pour deux paramètres
simultanément. Sa méthode est une version du KS-test avec utilisation de la technique de
Monte-Carlo pour la statistique du test. Peacock (1983) montre que son test est très proche
d’un test non-paramétrique et donne une formule empirique pour le niveau de confiance.
Le test est appliqué de la manière suivante :

– Calculer Dn1,n2 pour chaque paramètre avec le KS-test standard, choisir entre les
deux résultats le plus grand des deux.

– Calculer n = n1n2/(n1 + n2).
– Calculer la statistique du test Zn =

√
nDn1,n2 , convertir Zn vers Z∞ en utilisant

l’expression approximative :

1− Zn/Z∞ = 0.53n−0.9.
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– Calculer la valeur p = 2 exp[−2 (Z∞− 0.5)2] (si p > 0.2 prendre p = 0.2). Comparer
la valeur-p à un seuil α préalablement défini.

3.3 Test de Mann-Whitney-Wilcoxon
Le test de Mann-Whitney-Wilcoxon (U-test) Wilcoxon (1945) (aussi appelé « test de

la somme des rangs de Wilcoxon » ou test U de Mann-Whitney) est un test statistique
qui permet de vérifier l’hypothèse selon laquelle les deux distributions des données sont
les mêmes. Comme le KS-test, le U-test est un test non-paramétrique, ainsi il ne demande
pas de connaître la loi de distribution du paramètre testé.

Soient deux ensembles X et X ′, des échantillons de tailles n et n′ respectivement, sui-
vant les lois f et g respectivement. L’hypothèse nulle est f = g. Pour calculer la statistique
du test, nous ordonnons tout d’abord les (n + n′) éléments des deux échantillons, X et
X ′ par ordre croissant. Ensuite, nous définissons son rang pour chaque élément dans la
séquence ainsi formée. La somme des n rangs des éléments de X vaut :

T1 =
n∑
i=1

R(Xi), (3.3)

et

T2 =
n′∑
i=1

R(X ′i), (3.4)

où R(Xi) et R(X ′i) sont les rangs des élémentsXi etX ′i respectivement. Ainsi, la statistique
du test U est le minimum entre les valeurs

U1 = T1 −
n(n+ 1)

2 (3.5)

et
U2 = T2 −

n′(n′ + 1)
2 . (3.6)

Si U ≤ Ucrit H0 est rejetée. La valeur critique Ucrit est pré-calculées et données dans des
tableaux selon α pour les petits échantillons (n et n′ < 20). Pour les échantillons de plus
grande taille, (n et n′ ≥ 20) la statistique est asymptotiquement normale avec la moyenne
et la variance suivantes :

µU = nn′

2 , σ2
U = nn′(n+ n′ + 1)

12 . (3.7)

La valeur-p est calculée en utilisant l’approximation de cette distribution normale

z = U − µU
σU

(3.8)

et comparée à un seuil choisit α.

3.4 Application des tests
Données. Les données à tester se composent de deux échantillons de taille 108 et 30
objets, simples et binaires respectivement. Les caractéristiques générales des échantillons
sont présentées dans le tableau 3.2. Les distributions selon le diamètre et l’albédo pour les
deux populations à comparer sont affichées sur la figure 3.1. Selon le résumé statistique des
échantillons ainsi que visuellement selon les histogrammes, il semble que les distributions de
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diamètres sont différentes, quand les distributions d’albédo semblent d’être plus proches.
Pour clarifier ces tendances, nous appliquons les tests statistiques (KS-test et U-test)
pour les deux paramètres – albédo et diamètre – pour comparer les populations des TNO
binaires et simples.

Table 3.2 – Caractéristiques des échantillons de TNO selon diamètre et albédo.

Diamètre
N Moyenne Écart type Erreur type de la moyenne

Binaires 30 538.4 483.1 88.2
Simples 108 284.5 212.6 20.5

Albédo
N Moyenne Écart type Erreur type de la moyenne

Binaires 30 0.194 0.229 0.042
Simples 108 0.13 0.124 0.012
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Figure 3.1 – Distribution de deux populations de TNO : binaires (rouge) et simples (bleu). Les
densités de probabilité de diamètre (en haut) et albédo (à droite) sont estimées par les histogrammes
concordants (Parzen, 1962).
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Résultats. Nous testons l’hypothèse nulle H0 que les deux échantillons ont une distribu-
tion identique, contre l’hypothèse alternative H1 qu’ils sont différents (test à deux queues,
en anglais « two-tailed »). Pour le KS-test tout d’abord, nous déterminons la valeur cri-
tique avec le seuil de signification α =0.05. Pour les tailles d’échantillons 30 et 108 pour
les binaires et simples, respectivement, cette valeur critique calculée par la formule (3.2)
est Dcrit =0.28. Ainsi, si la valeur de statistique est plus grande que la valeur critique,
l’hypothèse nulle que les deux échantillons ont une distribution identique serait rejetée.

Les échantillons dans notre test sont de taille >20, ainsi donc la statistique de Wilcoxon-
test ne peut pas être comparée à une valeur critique pré-calculée, mais la conclusion peut
être faite sur la valeur-p. Si la valeur-p est plus petite que le seuil de signification α =0.05,
l’hypothèse nulle est rejetée. Les résultats sont dans le tableau 3.3 pour les deux tests.
Pour la clarté du KS-test, les fonctions de répartition empiriques des deux échantillons
sont montrées sur la figure 3.2.

Table 3.3 – Résultats de KS-test et U-test (« two-tailed »).

Paramètre KS-test. Dcrit = 0.28 U test
Dn valeur-p U valeur-p

Albédo 0.19 0.35 1955.5 0.084
Diamètre 0.33 0.01 2239.5 0.001
D avec pV Z=1.6 0.14
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Figure 3.2 – Fonctions de répartition du diamètre et de l’albédo pour les objets binaires (ligne
rouge) et simples TNO (ligne noire).

Les résultats des deux tests indiquent que l’hypothèse nulle d’égalité des distributions
est rejetée en comparant les diamètres des deux groupes, mais dans le test sur l’albédo et
dans le test à deux dimensions, l’hypothèse nulle reste possible.
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Interprétation. Les deux populations de TNO – binaires et simples – ont des distribu-
tions de diamètre différentes, mais il n’est pas improbable qu’ils aient la même distribution
d’albédo. Cela n’est pas contradictoire. L’albédo caractérise les propriétés de composition
de la surface, laquelle évolue avec le temps sous l’effet du « space weathering » (Hudson
et al., 2008), ainsi il est tout à fait possible qu’ils aient mêmes propriétés de surface lors-
qu’ils se trouvent dans une même région. Par exemple Benecchi et al. (2009) montrent que
les deux populations de TNO – binaires et simples – ont la même distribution de couleurs.

La différence en distribution des tailles peut être liée à l’absence de binaires parmi
les très petits TNO. L’histogramme de la distribution de la taille moyenne des objets
observés par Herschel et Spitzer selon le groupe dynamique montre que les centaures sont
plus petits que les objets des autres groupes. Dans la figure 3.4 la répartition des objets
des deux populations est présentée selon le groupe dynamique. Il est remarquable que le
nombre de centaures est élevé, mais les binaires sont absents dans ce groupe.

D’un côté, les centaures ont une orbite instable, ils croisent ou s’approchent des pla-
nètes géantes. Cela peut détruire les binaires faiblement liés. D’un autre côté, les systèmes
liés plus fortement peuvent devenir encore plus étroitement liés à la suite de rencontres
avec un troisième corps (Petit and Mousis, 2004). Plus l’objet est petit, plus son rayon
de Hill est petit et, par conséquent, les petits binaires avec un rayon plus petit pour le
primaire auront une séparation sur le ciel plus petite. Ainsi, il est possible que parmi ces
petits centaures des binaires soient présents, mais la limite de la séparation imposée par
la méthode d’observation les rend indétectables.

Une autre cause de la différence en distribution des tailles peut être liée à la quantité
considérable de binaires classiques « froids » par rapport aux autres groupes, quand les
TNO simples sont distribués d’une manière plus homogène dans les différents groupes.
Il est possible que les objets dans la région des classiques « froids » n’ont pas été trop
perturbés du disque protoplanétaire, ainsi cet environnement était plus approprié pour la
survie des binaires.
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Figure 3.3 – Distribution de la taille moyenne selon les groupes dynamiques : objets classiques
froids (cCl) et chauds (hCl), objets épars (ScD) et détachés (Det), objets en résonance avec Neptune
(Re) et plutinos (Plu), astéroïde troyen de Neptune (NepT), centaurs (Cen).
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Chapitre 4

Étude des corrélations entre
paramètres
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Dans ce chapitre, nous allons examiner s’il existe des corrélations significatives entre les
paramètres physiques des binaires transneptuniens. Pour cette analyse, nous utilisons des
tests statistiques non-paramétriques. L’avantage de ce type de tests est qu’ils peuvent être
appliqués sans aucune supposition sur la distribution des données. Ainsi, nous appliquons
deux calculs de corrélation – Spearman (1904) et Kendall (1938) – aux nouvelles données
des valeurs d’albédo et de diamètre, obtenues dans le cadre du programme « TNOs are
cool ». Les performances des deux coefficients sont équivalentes et ils sont largement utilisés
en astronomie. Dans certaines circonstances, il est préférable d’utiliser l’un plutôt que
l’autre, ils jouent un rôle complémentaire. Par exemple, Kendall est préférable pour les
petits échantillons. En revanche, le ρ de Spearman, qui est similaire au coefficient de
Pearson pour sa formule et son interprétation, est plus souvent appliqué, ainsi il peut être
utilisé pour comparer nos résultats avec les travaux existants.

4.1 Corrélations non-paramétriques

4.1.1 Coefficient de Spearman ρ

Le coefficient de Spearman est utilisé pour caractériser la corrélation entre deux en-
sembles de données. Cette méthode statistique consiste à déterminer un coefficient de
corrélation, non pas entre les valeurs prises par les deux variables mais entre les rangs de
ces valeurs. Le test de corrélation de Spearman a un avantage : il permet de repérer des
corrélations même entre des fonctions monotones non nécessairement affines, ce qui n’est
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pas possible avec le coefficient de Pearson. La formule pour calculer le coefficient de Spear-
man est similaire à celle de Pearson, mais appliquée aux rangs. Ainsi, pour un ensemble
de paires d’observations (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn) des variables X et Y , le coefficient ρ
vaut

ρ = 1− 6∑ d2
i

n(n2 − 1) , (4.1)

où di = R(xi) − R(yi) est la différence entre les rangs des deux variables données et n
la taille de l’échantillon. La valeur de ρ est entre -1 et 1. Il existe plusieurs manières de
classifier l’intensité de la corrélation, nous allons utiliser la suivante :

ρ = 0 − absence de corrélation ;
0 < |ρ| < 0.3 − corrélation négligeable ;

0.3 ≤ |ρ| < 0.6 − corrélation faible ;
0.6 ≤ |ρ| ≤ 1 − corrélation forte.

4.1.2 Coefficient de Kendall τ

Le coefficient τ de Kendall est une mesure non-paramétrique de corrélation entre les
rangs de deux variables. Il est similaire au ρ de Spearman par l’idée qu’il exprime la
relation de corrélation entre les rangs des deux variables, mais, contrairement à ρ, le τ de
Kendall est lié à une notion de probabilité. En effet, c’est le dénombrement de la différence
des pairs en concordance et des paires discordantes. Ainsi, pour un ensemble de paires
d’observations (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn) des variables X et Y , le coefficient de Kendall
est calculé par la formule

τ = (nombre de paires concordantes)− (nombre de paires discordantes)
1
2 · n · (n− 1)

, (4.2)

où les paires d’observations (xi, yi) et (xj , yj) s’appellent concordantes si (xi < xj et
yi < yj) ou si (xi > xj et yi > yj). Elles sont discordantes si (xi < xj et yi > yj) ou si
(xi > xj et yi < yj). La formule (4.2) est appliquée en absence de paires avec liaisons, qui
ne sont ni concordantes ni discordantes, c’est-à-dire telles que xi = xj ou yi = yj . Lorsqu’il
y a des liaisons dans les données, la formule suivante est utilisée :

τB = nc − nd√
(n0 − n1)(n0 − n2)

, (4.3)

où nc et nd sont les nombres de paires concordantes et discordantes respectivement et
n0 = n(n− 1)/2,
n1 = ∑tx

i=1 uxi(uxi − 1)/2,
n2 = ∑ty

i=1 uyi(uyi − 1)/2,
où tx et ty sont les nombres de groupes des valeurs identiques par x et y respectivement,
uxi et uyi sont les nombres d’éléments dans chaque groupe des valeurs identiques x et y
respectivement. Le rapport entre le τ de Kendall et le ρ de Spearman n’est pas déterminé
avec exactitude, mais pour les grands échantillons avec une corrélation non forte, il existe
une formule approximative les mettant en relation (Gmurman, 1977). Cette formule est :

ρ ≈ 3/2τ. (4.4)
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4.2 Analyse des incertitudes des coefficients de corrélation
Les tests statistiques de Kendall et Spearman sont souvent intéressants à utiliser du

fait de leur approche non-paramétrique. Mais il est important d’analyser les incertitudes
de ces tests ainsi que d’estimer l’influence des incertitudes de mesure sur le résultat. Nous
utilisons l’approche, proposée par Curran (2015), utilisant trois méthodes de Monte-Carlo
pour déterminer l’incertitude sur les coefficients de corrélation.

Bootstrap. Plusieurs procédures existent pour déterminer la distribution des estima-
teurs statistiques. L’une des techniques est une méthode de rééchantillonnage qui s’ap-
pelle bootstrap (Efron and Efron, 1982). Cette méthode permet d’estimer la distribution
théorique des statistiques. L’idée du bootstrap est une simulation de tirages aléatoires des
données, de même taille que l’échantillon initial – il s’agit de rééchantillonner avec rem-
placement puis de redéterminer les statistiques. Ainsi, nous allons appliquer la technique
du bootstrap aux deux tests statistiques, de Spearman et de Kendall, pour estimer les
distributions de ρ et τ ainsi que leur valeur-p.

Soit un ensemble de données deN paires (Xi, Yi). Le bootstrap implique la simulation de
M nouveaux ensembles de données, constitués de N paires (xi, yi). Chacune de ces paires
a été choisie de manière aléatoire dans l’ensemble initial des données (Xj , Yj), où j est le
résultat d’un tirage uniforme dans {1, ..., N}, Xi = xj et Yi = yj , de sorte que certaines
des paires initiales peuvent être tirées plusieurs fois ou, au contraire, ne jamais être tirées.
Pour chacun de ces M nouveaux échantillons de paires, le coefficient de corrélation (ρ
ou τ) ainsi que la valeur-p sont calculés. Pour la signification statistique il est nécessaire
d’avoirM ≥ N(logN)2 (Feigelson and Babu, 2012). La distribution de valeurs obtenue est
utilisée pour estimer leur loi de probabilité. Dans les cas les plus simples cette distribution
suit une loi normale ; l’estimation du coefficient de corrélation, ρ̂ = ρ̄ ou τ̂ = τ̄ , est égale à
la moyenne des valeurs calculées et l’estimation de l’erreur est égale à l’écart type σρ ou στ
respectivement. La valeur-p est estimée pour la valeur moyenne du coefficient obtenu par
une approximation par la loi de Student. La distribution de bootstrap n’est pas toujours
de la forme d’une loi normale, mais dans notre analyse nous allons utiliser cette hypothèse
pour ρ et τ .

Méthode des perturbations. La technique du bootstrap ne prend pas en compte les
incertitudes des mesures, ∆Xi et ∆Yi, donc pour en tenir compte, une méthode de per-
turbation peut être utilisée. Dans cette méthode nous simulons M nouveaux ensembles de
données, chacun formé de N paires de données (xi, yi) ; chaque paire est une perturbation
des valeurs initiales (Xj , Yj), obtenue en rajoutant une incertitude aléatoire dans sa loi de
probabilité, i.e. xi = Xi + ∆Xi et yi = Yi + ∆Yi où ∆Xi est ∆Yi sont des incertitudes
aléatoires qui suivent une certaine loi de probabilité connue. Dans notre analyse, comme
il est souvent le cas, il est supposé que les incertitudes suivent des lois gaussiennes.

Enfin, les coefficients de corrélation ρ ou τ sont calculés pour chacun des M ensembles
de données. Les distributions des valeurs obtenues sont utilisées comme un estimateur de
la loi de probabilité pour les paramètres, de la même manière que dans la méthode du
bootstrap.

Méthode composite. Une méthode alternative, proposée dans Curran (2015), combine
la méthode classique de rééchantillonnage bootstrap et la méthode des perturbations. Dans
ce cas, chaque nouvelle paire de données (xi, yi), est une perturbation des valeurs initiales
(Xj , Yj), où j est choisie aléatoirement, i.e. xi = Xj + ∆Xj et yi = Yj + ∆Yj où ∆Xj

et ∆Yj sont des valeurs aléatoires dans la loi de probabilité pour l’incertitude. La loi de
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Table 4.1 – Test de corrélation de Kendall et de Spearman, méthode composite. N est le nombre
d’objets dans l’ensemble de données, τ et ρ sont les coefficients de Kendal et de Spearman, respec-
tivement. La valeurs-p est calculée dans l’hypothèse nulle : τ = 0 ou ρ = 0.

Paramètres N Kendall Spearman
τ ±στ valeur-p ρ ±σρ valeur-p

D vs. pV 30 0.15 0.17 0.25 0.19 0.23 0.31
D vs. m 21 0.84 0.08 < 0.001 0.93 0.06 < 0.001
D vs. i 30 0.56 0.11 < 0.001 0.72 0.1 < 0.001
D vs. ∆HV 30 0.52 0.1 < 0.001 0.69 0.11 < 0.001
D vs. ρb 21 0.4 0.17 0.01 0.5 0.2 0.02
D vs. ar 21 0.14 0.21 0.39 0.2 0.3 0.39
D vs. e 30 0.16 0.12 0.21 0.26 0.18 0.16
D vs. P 21 −0.19 0.17 0.23 −0.3 0.22 0.19
D vs. a 30 −0.02 0.13 0.86 −0.05 0.19 0.8
D vs. q 30 −0.17 0.12 0.19 −0.3 0.18 0.11
pV vs. m 21 0.34 0.19 0.03 0.42 0.24 0.06
pV vs. i 30 0.04 0.17 0.79 0.08 0.23 0.67
pV vs. ∆HV 30 0.25 0.15 0.05 0.34 0.19 0.07
pV vs. ρb 21 0.51 0.15 < 0.001 0.65 0.16 < 0.001
pV vs. ar 21 0.1 0.22 0.54 0.13 0.31 0.58
pV vs. e 30 0.01 0.14 0.93 0.02 0.21 0.93
pV vs. P 21 −0.01 0.18 0.95 −0.05 0.24 0.82
pV vs. a 30 0.1 0.16 0.43 0.15 0.21 0.44
pV vs. q 30 0.08 0.14 0.54 0.11 0.2 0.55

probabilité du coefficient de corrélation (ρ ou τ) et la valeur-p sont estimées comme dans
les méthodes précédentes.

4.3 Recherche de corrélations
Les valeurs du diamètre et de l’albédo obtenues dans le cadre du programme «TNOs are

cool » sont incluses dans l’analyse de recherche des corrélations avec les autres paramètres
physiques et orbitaux à notre disposition (voir tableau 2.3).

Les résultats des coefficients de Spearman (ρ) et de Kendall (τ) calculés ainsi que les
valeurs-p correspondantes sont rassemblés dans les tableaux A.1 et A.3 respectivement.
Dans le test de Spearman la valeur-p est exacte pour les échantillons de taille ≤ 22 (tabulé
dans (Van de Wiel and Di Bucchianico, 2001)). Pour des échantillons de taille plus grande,
la valeur-p est calculée avec une approximation (asymptotique à la loi de Student). Dans
les tableaux, les deux résultats sont affichés : calculé par la méthode standard, qui ne
donne pas les incertitudes aux valeurs obtenues, et avec le méthode bootstrap. Ensuite,
nous avons pris en considération les incertitudes sur le diamètre D, l’albédo pV , la masse
totale m et la densité ρb et calculé les coefficients de corrélation et les valeurs-p avec la
méthode des perturbations et composite. Les résultats sont rassemblés dans les tableaux
A.2 et A.4 pour les coefficients de Spearman et de Kendall respectivement.

Un exemple de résultats des trois méthodes (décrit dans 4.3.2) pour le diamètre et
l’inclinaison est présenté sur les histogrammes 4.1 et 4.2 pour le ρ de Spearman et le τ
de Kendall respectivement. Il est clair (à partir des histogrammes et des tableaux) que la
méthode composite donne des incertitudes plus larges que les méthodes de bootsrap ou de
perturbation. En plus, elle donne les valeurs des coefficients de corrélation légèrement plus
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petits. Nous préférons utiliser ensuite les valeurs de la méthode composite dans le but de
ne pas surestimer les corrélations possibles.
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Figure 4.1 – Coefficient de Spearman sur la
corrélation entre le diamètre et l’inclinaison.
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Figure 4.2 – Coefficient de Kendall sur la cor-
rélation entre le diamètre et l’inclinaison.

Comme nous pouvons le voir (tableau 4.1), la plupart des paramètres ne sont pas
corrélés. En revanche, nous trouvons 5 corrélations avec une valeur-p <0.05 (qui correspond
au seuil de signification > 95%). Parmi elles, quatre corrélations du diamètre avec la masse
totale, l’inclinaison, la différence de magnitude et la densité puis une corrélation de l’albédo
avec la densité. Les dépendances entre les trois paramètres – l’inclinaison, la différence de
magnitude, la densité – avec le diamètre, sont présentées sur la figure 4.3.

4.3.1 Diamètre et masse

La corrélation entre le diamètre effectif et la masse totale du système binaire est évi-
dente : la masse est proportionnelle à D3ρb, où ρb est la densité. Ainsi, nous considérons
cette corrélation comme triviale, elle ne demande pas d’explication particulière.

4.3.2 Diamètre et inclinaison

Les deux tests de corrélation (pour τ et ρ) donnent des valeurs-p très petites (p <0.001),
cela montre une très forte présomption contre l’hypothèse nulle (le diamètre et l’inclinaison
sont non-corrélés), et le résultat du test est déclaré « statistiquement significatif ». En
outre, les coefficients obtenus ρ et τ sont grands (voir la tableau 4.3, ce qui permet de
qualifier la corrélation comme forte entre les deux valeurs.

Table 4.2 – Tests de corrélations entre le diamètre et l’inclinaison.

Toutes les classes dynamiques Sans objets froids
N Coeff. σ valeur-p N Coeff. σ valeur-p

Spearman 30 0.72 0.1 < 0.001 19 0.5 0.24 0.03
Kendall 30 0.56 0.11 < 0.001 19 0.42 0.2 0.01
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Figure 4.3 – Illustration des corrélations entre le diamètre avec les trois paramètres suivants :
inclinaison, différence de magnitude et densité. Les cercles gris correspondent aux objets dont la
densité est inconnue.
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Figure 4.4 – Distribution des astéroïdes dans le plan de l’inclinaison et du diamètre. Les classes
dynamiques sont désignées par des couleurs : rouge - objets classiques chauds, bleu - objets clas-
siques froids, vert - objets épars, violet - détachés, noir - plutinos, orange - objets en résonance
avec Neptune.

Le diagramme 4.4 illustre la distribution des TNB en fonction de l’inclinaison (axe
vertical) et du diamètre avec les incertitudes (axe horizontal). Sur cette illustration les
différentes couleurs correspondent aux différentes classes dynamiques.

Nous remarquons que les objets classiques froids, en orbites basses-inclinées, concernent
une grande partie de la population. Par cette supériorité numérique ils peuvent influencer
la statistique plus que les autres classes dynamiques. Nous avons donc refait les tests, mais
sans les objets froids, pour vérifier si la statistique restait la même. Les résultats obtenus
sont dans le tableau 4.2. Dans cette configuration, nos résultats ont changés : la valeur-p
est devenue plus grande et les coefficients ρ et τ ont diminué. Ainsi, nous ne pouvons
plus conclure à un résultat autant significatif contre l’hypothèse H0 et, en conséquence, à
une corrélation forte entre les paramètres. Néanmoins, nos échantillons de données ne sont
pas si grands pour la signification des tests, et il n’est pas improbable que de nouveaux
binaires découverts changeront les statistiques. L’échantillon sans le CC est véritablement
petit, ainsi pour une premier approche nous gardons l’idée de la corrélation forte entre le
diamètre et l’inclinaison, mais suggérons de refaire les tests dès que de nouveaux objets
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seront disponibles.

Interprétation. Les résultats des tests sur la corrélation sont clairs du point de vue sta-
tistique. Maintenant, comment peuvent-ils être interprétés physiquement ? La corrélation
entre le diamètre et l’inclinaison signifie que plus les astéroïdes sont grands plus leur orbite
héliocentrique est inclinée. Le diagramme 4.4 illustre la distribution des TNB en fonction
de l’inclinaison (axe vertical) et du diamètre avec les incertitudes (axe horizontal). Sur
cette illustration les différentes couleurs correspondent aux différentes classes dynamiques.

La même corrélation entre la taille et l’inclinaison a été déjà obtenue dans les études des
objets transneptuniens. Notamment, le travail de Vilenius et al. (2012) montre cette corré-
lation pour les objets classiques. De plus, précédemment, cette tendance a été extrapolée
de la corrélation entre la luminosité et l’inclinaison dans le travail de Levison and Stern
(2001). Ce résultat à été vérifié et prouvé en l’absence de biais observationels. Levison and
Stern (2001) considèrent que les objets plus grands (et plus brillants) se trouvent sur des
orbites plus inclinées, ils sont dynamiquement instables, et les petits objets se trouvent
sur les orbites peu inclinées, ils sont dynamiquement stables. L’interprétation est liée à
la présence de deux groupes (hCl et cCl) et au modèle de formation des objets dans ces
groupes. Selon le modèle de Nice (Gomes et al., 2005), il est probable que les grands objets
ont migré du disque protoplanétaire interne vers l’extérieur. Ainsi, certains sont devenus
gravitationnellement liés à l’orbite de Neptune (objets résonants), certains sont devenus
des objets dynamiquement instables (les objets chauds) et certains sont devenus des objets
épars. Les objets froids sont dynamiquement stables et primordiaux ; il est plus probable
qu’ils aient été formés où ils se situent actuellement et n’ont pas été perturbés pendant la
formation du Système solaire.

4.3.3 Diamètre et différence de magnitude

La corrélation suivante trouvée est celle entre le diamètre et la différence de magnitude,
ce qui est détecté par une valeur-p basse (<0.01) pour les deux statistiques (Kendall et
Spearman). Avec les valeurs de ρ =0.69±0.11 et τ =0.52±0.1 nous considérons cette
corrélation comme étant forte (selon le critère de Spearman) ou au moins non-négligeable
(selon le critère de Kendall). La distribution des objets binaires en fonction de leur diamètre
effectif par rapport à la différence de magnitude est illustrée dans la figure 4.5.

Interprétation. Cette corrélation peut avoir l’interprétation suivante : plus le système
binaire est grand, plus les composantes du système sont différents en luminosité. En sup-
posant que les composantes ont des albédos identiques, la différence de magnitude peut
être liée à la différence de tailles :

D1/D2 = 100.2∆HV . (4.5)

Nous avons vérifié la corrélation D1/D2 avec D =
√
D2

1 +D2
2 et trouvé une forte pré-

somption de corrélation (valeur-p < 0.001). Ainsi donc, la corrélation peut être interprétée
d’une manière suivante : les petits systèmes ont tendance à avoir leurs deux composantes
de taille similaire quand les systèmes massifs se composent plutôt d’un grand astéroïde
avec un petit satellite.

Une explication de la corrélation entre le diamètre et la différence de magnitude peut
être dans l’origine des objets. Ainsi, il est très probable que les satellites des grands objets
aient été formés par une collision. Par exemple, les études sur les satellites de Hauméa et
Eris (Brown et al., 2006) montrent qu’il est peu probable que le système de satellites ait
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Figure 4.5 – Distribution des astéroïdes dans le plan de la différence de magnitude et du diamètre.
Les classes dynamiques sont désignés par des couleurs : rouge - objets classiques chauds, bleu -
objets classiques froids, verts - objets épars, violet - détachés, noir - plutinos, orange - objets en
résonance avec Neptune.

été réalisé par la capture gravitationnelle des objets. Ces satellites ont une masse beaucoup
plus petite par rapport à leur primaire (le ratio de masses satellite/primaire est d’environ
1%) et il est donc certain qu’ils sont des fragments du primaire, créés à la suite d’une
collision. Concernant les petits binaires, avec des composantes de presque même taille,
le modèle de la capture dynamique est plus probable. Ces systèmes pourraient avoir été
formés pendant la formation du Système solaire à la suite de la capture mutuelle (Noll
et al., 2008). Car ces TNB sont à une grande distance du Soleil, leur vitesse orbitale, et
en conséquence l’énergie cinétique du mouvement sont très petites, ce qui rend une telle
capture tout à fait possible.

4.3.4 Diamètre et densité

Les tests sur la relation entre le diamètre et la densité ne montrent pas de corrélations
aussi significatives que les corrélations décrites précédemment. Pourtant, si nous posons
le seuil de signification α = 5%, nous concluons que les résultats sont statistiquement
significatifs.
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Ainsi, les statistiques ρ = 0.5 ± 0.2 et τ = 0.4 ± 0.17 avec la valeur-p < 0.05 pour le
test du rapport entre le diamètre et la densité montrent que nous avons une corrélation
faible. La dépendance du diamètre et de la densité (ainsi que de l’albédo) est présentée
sur la figure 4.6.

Ces résultats de corrélations non-négligeables entre les paramètres doivent être abso-
lument vérifiés dès que de nouvelles valeurs de la densité seront disponibles, car notre
conclusion est basée sur un échantillon de petite taille.
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Figure 4.6 – Illustration de deux corrélations : du diamètre avec la densité et de l’albédo avec la
densité.

Interprétation. Bien que les TNO proviennent certainement des mêmes régions de la
nébuleuse solaire, la diversité de densité, découverte assez récemment, est très étonnante
(Brown, 2012). Une tendance a été remarquée : les petits TNO possèdent une densité faible,
quand les grands TNO sont plus denses (Brown, 2012, Vilenius et al., 2012, Fornasier et al.,
2013, Stansberry et al., 2006).

Certains scénarios existent pour expliquer la corrélation entre la taille et la densité.
Première explication possible : les petits objets, qui possèdent une densité faible, ont une
porosité considérable et/ou une fraction importante de glace d’eau (Vilenius et al., 2012),
quand les grands objets possèdent une grande partie de roche et moins de porosité. Dans
ce scénario les grands TNO ont été formés par coagulation et compression de petits objets,
suivis d’une grande perte de glace d’eau à cause de nombreux impacts pendant l’accrétion
(Lupo and Lewis, 1979, Brown, 2012). Les binaires de ce scénario se sont probablement
formées par une collision à relativement petite vitesse, proche de la vitesse de libération
mutuelle, où les deux corps ont gardé leurs compositions primordiales (Brown, 2012, Barr
and Schwamb, 2016). Ce scénario est le plus classique et sans doute joue-t-il un rôle dans
la tendance générale d’augmentation de la densité avec la taille. En revanche, le processus
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de coagulation ne semble pas très probable pour expliquer certaines densités très élevées
de grands objets. Par exemple, Brown (2013), en étudiant spécifiquement l’objet 2002
UX25, montre que ce scénario n’est pas compatible. Ainsi, un autre scénario est requis
pour expliquer la densité très élevée de certains objets.

Les grands objets comme Eris, Quaoar et Haumea, possédant une densité forte, sont
probablement formés par un impact géant (Brown and Schaller, 2007, Barr and Schwamb,
2016). Cette collision a libéré une grande quantité de glace d’eau du manteau de l’objet dif-
férencié et produit un primaire dense avec un petit satellite, riche en glace. En revanche, ce
dernier scénario n’est pas très réaliste du point de vue dynamique (Stewart and Leinhardt,
2009).

Une hypothèse alternative d’explication de la différence en densités est que la densité
est primordiale, c’est-à-dire que le disque n’était pas homogène initialement (Brown, 2012).

Malheureusement, aucun des scénarios proposés actuellement n’est satisfaisant à 100%.
Le nombre d’objets avec une densité mesurée n’est pas suffisant pour confirmer ces hy-
pothèses. De plus, les mesures de la densité ont de très grandes incertitudes. Même pour
le diamètre dérivé à partir des observations précises de Herschel et Spitzer, l’incertitude
de la densité est une fonction d’un paramètre valant trois fois l’incertitude du diamètre
(voir la formule (2.11)). La compréhension de la corrélation de la densité avec la taille
demande des mesures de meilleure qualité et de plus grand échantillon d’objets avec une
masse connue.

4.3.5 Albédo et densité

Concernant la corrélation entre l’albédo et la densité, nous n’avons pas trouvé d’études
similaires dans la littérature. Cette corrélation montre une tendance à l’augmentation de
l’albédo avec la densité, ce qui n’est pas évident, car l’albédo caractérise la surface des
objets quand la densité caractérise sa structure interne.

Une explication possible : les objets plus denses et, par conséquence de la corrélation
avec le diamètre, plus larges peuvent retenir des glaces brillantes (liés soit aux collisions soit
aux processus actifs) plus facilement que les petits objets avec une densité faible (Santos-
Sanz et al., 2012). Les objets suffisamment grands pour retenir les matières volatiles et,
dans certains cas, l’atmosphère peuvent produire du givre, ce qui donne l’effet d’albédo
élevé (Brown, 2012). Les autres objets ont un albédo faible du fait du « space weathering »
(Hudson et al., 2008). Il est possible que la corrélation trouvée entre l’albédo et la densité
soit biaisée du fait de la correction de la densité avec le diamètre et la présence d’objets
très massifs avec un albédo très élevé. En revanche, la corrélation entre le diamètre et
l’albédo n’a pas été trouvée dans nos données.

Table 4.3 – Tests de corrélations entre l’albédo et la densité.

Coefficients N Coeff. σ valeur-p
Spearman 17 0.48 0.25 0.05
Kendall 17 0.37 0.22 0.03

Comme nous l’avons vu dans la présentation des données, certains paramètres ont des
valeurs extrêmes (voir la figure 2.3) : ce sont les valeurs qui sont très différentes des autres
données dans l’échantillon. Ainsi, ces valeurs extrêmes correspondent à Eris, Hauméa et
Makemake pour l’albédo, et à Hauméa et 2002 WC19 pour la densité. Dans le but de
vérifier si ces objets influencent trop la statistique, nous refaisons les tests de corrélation.
Le résultats du test de corrélation entre l’albédo et la densité est moins significatif, mais,
avec la seuil significatif α = 5%, la corrélation est toujours présente. Comme dans la
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corrélation précédente (D vs. ρb) les résultats de corrélations non-négligeables doivent être
vérifiés avec des valeurs de densité complémentaires.
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Chapitre 5

Conclusions et perspectives

Les mesures de l’émission thermique, obtenues dans le cadre du programme « TNOs are
cool » par les télescopes spatiaux Herschel et Spitzer, ont permis d’estimer des paramètres
essentiels, à savoir le diamètre et l’albédo. Dans la première partie de cette thèse ces
paramètres, ainsi que les autres propriétés physiques des objets binaires transneptuniens,
ont été étudiés et analysés.

Tout d’abord, la population des binaires a été comparée à la population des objets
simples par leurs valeurs du diamètre et de l’albédo. Nous avons trouvé que les deux
populations sont différentes par leur distribution de taille, ce qui est lié probablement à
différents modèles de formation. D’un autre coté, nous ne pouvons ni confirmer ni rejeter
l’hypothèse que les deux populations ont une même distribution d’albédo.

Ensuite, le diamètre et l’albédo ont été testés sur leurs corrélations possibles avec
d’autres paramètres physiques et orbitaux. La statistique non-paramétrique avec les tech-
niques de rééchantillonnage pour les erreurs de mesures, ont été utilisés. Dans cette analyse
les cinq corrélations suivantes ont été trouvées :

– le diamètre et la masse : corrélation forte ;
– le diamètre et l’inclinaison : corrélation forte ;
– le diamètre et la différence de magnitude : corrélation forte ;
– le diamètre et la densité : corrélation modérée ;
– le albédo et la densité : corrélation forte.

La corrélation entre le diamètre et la densité est obtenue avec la signification statistique
98% (valeur-p =0.02 selon la corrélation de Spearman), les autres corrélations sont statis-
tiquement plus significatives : la valeur-p <0.001 (selon la corrélation de Spearman).

Nos échantillons de données ne sont pas très grands pour la signification des tests, et
il n’est pas improbable que de nouveaux binaires découverts changeront les statistiques.
Ainsi, nous suggérons de refaire les tests dès que de nouvelles données seront disponibles.

Les résultats obtenus sont essentiellement interprétés du point de vue de la formation
des objets transneptuniens en général et binaires en particulier. En conséquence, aucune
des interprétations n’est complètement satisfaisante pour expliquer les tendances obte-
nues, car les mécanismes de formation de ces objets ne sont souvent que des hypothèses.
L’importance de la vérification et de l’amélioration des scénarios de formation des TNB
est évidente.

Pour conclure, il semble que le scénario de formation d’une part pour les petits TNB sur
les orbites stables et d’autre part pour les grands objets peut être diffèrent. Les premiers
sont sans doute primordiaux et formés par une capture dynamique et les seconds ont
probablement migré du disque protoplanétaire interne et se sont formés à la suite d’un
impact.
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Deuxième partie

Détermination d’orbite
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Chapitre 6

Positionnement du problème
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Dans ce chapitre, nous exposons le problème de la détermination d’orbite mutuelle
du système binaire selon deux approches : dynamique et statistique. Tout d’abord, nous
décrivons le modèle physique du mouvement képlérien et du mouvement perturbé en liaison
avec les observations.
Ensuite, le problème est présenté du point de vue de la statistique bayésienne. Au final,
deux méthodes pour ce problème, alternatives à la nôtre, sont décrites.

6.1 Modèle dynamique

6.1.1 Système binaire

L’objet binaire est un système de deux corps qui s’attirent par force gravitationnelle et
orbitent autour de leur centre de masse commun. Généralement, on considère le mouvement
relatif d’un astéroïde, qui est plus petit et s’appelle secondaire, autour du plus grand
– le primaire. La désignation « satellite » pour l’astéroïde secondaire est couramment
utilisée dans la littérature, particulièrement quand il est considérablement plus petit que
le primaire. Dans ce travail les termes satellite et secondaire sont équivalents.

6.1.2 Observations

Quand le rapport des masses des deux composantes du système binaire est inconnu,
il est impossible de déterminer leur barycentre et par conséquent leurs orbites autour du
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centre. Mais il est possible de déterminer l’orbite relative d’une composante (le secondaire)
décrite par rapport à l’autre (le primaire), en supposant que le primaire reste stationnaire
au point focal. Deux types de binaires sont considérés dans ce travail : les résolus et les
non-résolus. Les binaires résolus possèdent une séparation entre les deux composantes
suffisamment large par rapport à la précision du télescope, ainsi les deux composantes
du système peuvent être observées comme des objets distincts. A l’inverse, les binaires
non-résolus possèdent deux composantes qui ne sont pas résolues, la duplicité de ce type
d’objets est révélée par le mouvement orbital du photocentre.

Par ailleurs, le mouvement qu’on observe n’est pas un vrai mouvement, c’est une pro-
jection sur un plan perpendiculaire à la direction d’observation. Ainsi, les observations
astrométriques donnent les positions apparentes du secondaire par rapport au primaire
(binaires résolus) ou du photocentre par rapport au barycentre (binaires non-résolus) sur
un plan tangent à la sphère céleste.

Binaire résolu

Chaque observation complète d’astéroïde binaire résolu se compose de la date de l’ob-
servation t et de deux coordonnées sur le plan tangent : l’angle de position θ de l’astéroïde
secondaire par rapport au primaire, et la distance angulaire ρ entre les deux astéroïdes
(voir figure 6.1).

Figure 6.1 – Observations du système binaire. a) Binaire résolu : deux composantes sont observées
séparément. b) Binaire non-résolu : l’oscillation d’un photocentre est observée.

L’ensemble de coordonnées (ρ, θ) peut également être exprimé en coordonnées rectan-
gulaires (xt, yt) dans le plan tangent par les équations :

xt = ρ sin θ,
yt = ρ cos θ. (6.1)

Ces coordonnées (xt, yt) sont mesurées dans le plan tangent qui est associé à l’astéroïde.
Le mouvement du plan tangent peut être important entre les observations même pour
un court intervalle entre les observations. La direction vers l’astéroïde est déterminée par
deux angles, l’ascension droite α et la déclinaison δ, associées à l’époque standard J2000.
Mesurées en secondes d’arc, les coordonnées tangentes (xt, yt) sont liées à (α, δ) par les
équations (6.2),

xt = (α2 − α1) cos δ1,
yt = δ2 − δ1,

(6.2)

où les indices sur α et δ font référence au primaire (1) et au secondaire (2) respectivement.
On considère un système de coordonnées, appelé système tangent, lié au plan tangent

et avec point origine l’astéroïde primaire, tel que l’axe y est dirigé vers le Nord de la
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sphère céleste, l’axe x est dirigé vers l’est et l’axe z est normal au plan tangent et dirigé
vers l’observateur (voir la figure 6.2). La distance entre l’observateur et l’astéroïde est
désignée par la lettre R au temps d’observation t. Dans ce système, la position relative du
secondaire par rapport au primaire est liée à la position observée dans le plan tangent par
les formules suivantes :

x = Rxt,
y = Ryt.

(6.3)

Soit le système de coordonnées (xE , yE , zE) avec point origine l’astéroïde primaire et as-
socié au système équatorial de l’époque J2000. Ainsi, la matrice de transformation du
système tangent (x, y, z) au système équatorial (xE , yE , zE) est :

S(α, δ) =

− sinα − cosα sin δ cosα cos δ
cosα − sinα sin δ sinα cos δ

0 cos δ sin δ

 . (6.4)

Le vecteur (xE , yE , zE)T peut être exprimé de la manière suivante :

Figure 6.2 – Système tangent dans le système équatorial.

xEyE
zE

 = S(α, δ)

xy
z

 . (6.5)

Binaire non-résolu

Les binaires non-résolus sont détectés par l’oscillation du photocentre, pour lequel des
mesures astrométriques précises et très exactes sont nécessaires.

Soit le centre de gravité
rg = m1r1 +m2r2

m
,

et le photocentre

rp = I1(r1 + δrp1) + I2(r2 + δrp2)
I

= I1r1 + I2r2
I

+ I1δrp1 + I2δrp2
I

= I1r1 + I2r2
I

+Op,
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où mi est la masse, Ii est le flux de lumière, ri est le vecteur de position du gravicentre et
δrpi est le vecteur de décalage du photocentre du disque apparent par rapport au centre
de masse de la i-ème composante, m = m1 +m2 est la masse totale, I = I1 + I2 est le flux
de lumière total. Le terme Op corrige les décalages du photocentre des composantes.

Le décalage du photocentre par rapport au centre de gravité est :

∆r = rp − rg =
(
I2
I
− m2

m

)
r +Op, (6.6)

où r = r2−r1 est le vecteur de position entre le centre du primaire et le centre du secondaire
(Pravec and Scheirich, 2012).

Supposant que les composantes du système binaire ont
– des albédos identiques,
– des formes sphériques,
– une même densité,

et que Op ≈ 0, le vecteur de déplacement de photocentre devient

∆r = [(1 + k−2)−1 − (1 + k−3)−1]r, (6.7)

où k = D2/D1 est le rapport des diamètres des composantes.
Sur le plan tangent l’observation de cette position du photocentre est décrite par

xp = (αp − αg) cos δg,
yp = δp − δg,

(6.8)

où (αp, δp) et (αg, δg) sont les coordonnées équatoriales du photocentre et du centre de
gravité.

Délai temps-lumière

La position observée de l’astéroïde ne correspond pas à la position au moment de
l’observation à cause du délai de lumière en distance entre l’observateur et l’objet. Ce délai
doit être pris en compte et peut être calculé facilement par l’équation linéaire suivante :

t = to −R/vc, (6.9)

où to est l’époque de l’observation, R la distance entre l’observateur et l’objet et vc la
vitesse de la lumière.

6.1.3 Orbite képlérienne

Le mouvement héliocentrique de l’astéroïde est supposé connu, ainsi la distance to-
pocentrique R et les coordonnées d’ascension droite α et de déclinaison δ peuvent être
déduites des éphémérides disponibles. Dans une première approche nous considérons l’or-
bite du secondaire comme étant képlérienne avec le primaire au foyer sans compter les
perturbations de l’orbite képlérienne. Si la masse totale de l’astéroïde binaire est incon-
nue, cette orbite peut être décrite par sept paramètres indépendants : (a, e, i,Ω, ω, τ, P )
six paramètres képlériens – demi-grand axe, excentricité, inclinaison, longitude du nœud,
argument du péricentre, temps du passage du péricentre, respectivement – et la période
d’une révolution du secondaire autour du primaire.
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Figure 6.3 – Paramètres orbitaux définis dans le système équatorial.

6.1.4 Orbite perturbée

Les éléments orbitaux subissent des perturbations séculaires et périodiques. L’influence
de chaque type de perturbation dépend de l’intervalle de temps sur lequel le mouvement est
considéré et des conditions initiales du mouvement. En effet, dans notre cas, cela dépend
de l’intervalle de temps, sur lequel on dispose d’observations.

Les perturbations périodiques à court terme ont des périodes multiples de la période
orbitale de l’astéroïde secondaire autour du primaire. Les perturbations périodiques à long
terme ont des périodes multiples de la période orbitale de l’astéroïde binaire autour du
Soleil. Il existe aussi les perturbations à long terme multiples de la période de rotation de la
ligne des nœuds et du péricentre, mais dans la plupart des cas, ces dernières sont tellement
longues, que sur l’intervalle de temps considéré, elles sont comparables aux perturbations
séculaires et jouent un rôle complémentaire.

Soit M l’anomalie moyenne, et soit n le moyen mouvement lié au demi-grand axe :

n =
√
Gm

a3 . (6.10)

Pour prendre en considération les perturbations sur les éléments orbitaux, nous utilisons
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les équations différentielles de Lagrange (Subbotin, 1968) :

da

dt
= 2
na

∂R

∂M
,

de

dt
= 1− e2

ena2
∂R

∂M
−
√

1− e2

ena2
∂R

∂ω
,

di

dt
= cos i
na2
√

1− e2 sin i
∂R

∂ω
− 1
na2
√

1− e2 sin i
∂R

∂Ω ,

dM

dt
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na

∂R
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− 1− e2

ena2
∂R

∂e
,

dω

dt
=
√

1− e2

ena2
∂R

∂e
− cos i
na2
√

1− e2 sin i
∂R

∂i
,

dΩ
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= 1
na2
√

1− e2 sin i
∂R

∂i
,

(6.11)

où R est la fonction perturbatrice.
Une conséquence de la résolution des équations de Lagrange est que les amplitudes des

perturbations courte-périodiques sont presque toujours considérablement plus petites que
les amplitudes des perturbations à long terme (à l’exception des perturbations résonantes).

Ici, nous ne considérons que les effets séculaires liée à la non-sphéricité des astéroïdes
et les effets séculaires et périodiques à long terme liés à l’attraction du Soleil. Les autres
effets sont supposés être négligeables.

En se basant sur la théorie des perturbations (Aksenov, 1977), les effets séculaires ne
sont présents que dans les éléments : ω, Ω et M . Les éléments a, e, i sont constants.

M = M0 + n1 (t− t0), (6.12)

ω = ω0 + n2 (t− t0), (6.13)

Ω = Ω0 + n3 (t− t0), (6.14)

où M0, ω0 et Ω0 sont constants. Les coefficients

n1 = n (1 + ν1(J2) + ν1(m′)) ,
n2 = n (ν2(J2) + ν2(m′)) ,
n3 = n (ν3(J2) + ν3(m′)) ,

(6.15)

où ν1(J2), ν2(J2), ν3(J2) sont les termes de premier degré de la deuxième harmonique
zonale dans la décomposition du potentiel gravitationnel, ν1(m′), ν2(m′), ν3(m′) sont les
termes liés à l’attraction du Soleil.

Effets séculaires de non-sphéricité de l’astéroïde primaire

Soit r0 le rayon moyen à l’équateur de l’astéroïde primaire. Ainsi donc

ν1(J2) = 3
4J2

(
r0
a

)2 2− 3 sin2 i

(1− e2)3/2 , (6.16)
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ν2(J2) = 3
4J2

(
r0
a

)2 4− 5 sin2 i

(1− e2)3/2 , (6.17)

ν3(J2) = 3
2J2

(
r0
a

)2 cos i
(1− e2)3/2 . (6.18)

Ici, l’inclinaison i doit être fixée. Ainsi, nous déterminons les angles i, ω et Ω par rapport à
un plan où i est constant. Pour distinguer ces éléments de ceux du système lié à l’équateur
de la Terre, nous les désignons ip, ωp et Ωp. Soit (xp, yp, zp) un système de coordonnées
centré sur l’astéroïde primaire et lié au vecteur fixe du moment angulaire qui est la somme
des moments de rotation du primaire et du secondaire. L’axe zp est orienté le long de
ce vecteur, l’axe xp est dirigé dans le nœud du plan Oxpyp à travers l’équateur de la
Terre (à l’époque J2000) et l’axe y forme un angle aigu avec l’équateur de la Terre. Ainsi,
l’inclinaison ip est stable par rapport au plan perpendiculaire à zp. L’axe z est déterminé
dans le système équatorial (xE , yE , zE) centré dans le primaire (voir la figure 6.2) par
l’ascension droite αp et la déclinaison δp.

Soit le moment angulaire dans le système équatorial Le = (xLe, yLe, zLe),

xLe = sin i sin Ω,
yLe = − sin i cos Ω,
zLe = cos i.

(6.19)

Soit le vecteur de Laplace : Ae = (axE , ayE , azE),

axE = cosω cos Ω− sinω cos i sin Ω,
ayE = cosω sin Ω + sinω cos i cos Ω,
azE = sinω sin i.

(6.20)

Dans le système lié à l’équateur de l’astéroïde primaire Lp = S−1(αp, δp)×Le, ainsi donc

xLp = − sinαp xLe + cosαp yLe,
yLp = − cosαp sin δp xLe − sinαp sin δp yLe + cos δp zLe,
zLp = cosαp cos δp xLe + sinαp cos δp yLe + sin δp zLe,

(6.21)

et Ap = S−1(αp, δp)×Ae, d’où

axp = − sinαp axp + cosαp ayp,
ayp = − cosαp sin δp axp − sinαp sin δp ayp + cos δp azE ,
azp = cosαp cos δp axp + sinαp cos δp ayp + sin δp azp.

(6.22)

où S−1 est la matrice inverse de la matrice de transformation (6.4). Les éléments dans le
système lié à l’équateur de l’astéroïde sont dérivés des équations suivantes :

cos ip = zLp,

sin ip =
√
x2
Lp + y2

Lp,
(6.23)

Ωp = atan−yLp
xLp

, (6.24)

sinωp = −axp sin Ωp + ayp cos Ωp

cos ip
,

cosωp = axp cos Ωp + ayp sin Ωp.
(6.25)

Dès que les éléments ip, ωp et Ωp sont déterminés, les coefficients ν1(J2), ν2(J2), ν3(J2),
n1, n2, n3 (voir les formules (6.15)) et, en conséquence, les effets secondaires sur M , Ωp et
ωp peuvent être calculés. Ensuite, les éléments ip, Ωp et ωp peuvent être transformés vers
ceux du système équatorial de la même façon.
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Estimation de la perturbation liée à l’attraction du Soleil

Avant d’introduire l’effet séculaire et l’effet périodique à long terme lié à l’attraction du
Soleil, il faut clarifier si cela est vraiment nécessaire. Dans ce but il faut d’abord estimer
la grandeur du décalage visuel de la position du satellite par rapport au primaire. Si ce
décalage est considérablement plus petit que la précision de l’observation, il peut être
négligé.

L’estimation de ce décalage peut être faite en estimant la grandeur de la perturbation
des éléments képlériens liée à l’attraction du Soleil. Soient des perturbations des éléments
du mouvement képlérien proportionnelles à un certain petit paramètre ε. En accord avec
la théorie générale du mouvement perturbé (Aksenov, 1977) dans le problème donné, le
paramètre ε est déterminé de la manière suivante :

ε = m′

m

a3

a′3
= n′2

n2 , (6.26)

où m′ est la masse du Soleil, m est la masse du primaire, a est le demi-grand axe de
l’orbite du satellite autour du primaire, a′ est le demi-grand axe de l’orbite héliocentrique
de l’astéroïde, n′ est le moyen mouvement de l’orbite héliocentrique et n est le moyen
mouvement de l’orbite du secondaire autour du primaire.

L’estimation de la perturbation par la valeur de ε peut ne pas être suffisamment précise,
car dans les éléments d’orbite des perturbations séculaires, ainsi que des perturbations à
longues et courtes périodes sont également présentes. La contribution de chaque type de
perturbation dépend de l’intervalle de temps sur lequel le mouvement est considéré, en
pratique de l’intervalle de temps des observations.

Pour estimer les effets séculaires sur les éléments orbitaux, les formules présentées
dans Aksenov (1977), sont utilisées. En prenant en compte seulement les perturbations du
premier ordre par rapport à ε, les perturbations séculaires sont exprimées par la formule
suivante :

δE = K εn(t− t0), (6.27)

où δE est une perturbation d’un élément orbital (M , ω et Ω), t est un temps, t0 est
l’époque initiale, K est un coefficient qui dépend des excentricités et des inclinaisons de
l’orbite du satellite autour du primaire et de l’orbite héliocentrique du système binaire.
La grandeur de K peut être estimée dans les limites 0.1 < K < 10 (exception des très
grandes excentricités). La valeur de δE est un angle avec son sommet dans le primaire. En
multipliant δE par un rayon d’orbite (ou approximativement par le demi-grand axe a) nous
obtenons le décalage linéaire observé sur l’orbite du satellite à cause des perturbations.

Ainsi, pour estimer le décalage angulaire dans les observations de l’astéroïde secondaire
par rapport au primaire, lié aux perturbations séculaires du Soleil, l’expression suivante
peut être utilisée :

∆α = a

R
K εn(t− t0), (6.28)

où ∆α et n sont exprimés en radians, R est une distance entre l’observateur et l’astéroïde
et ε est une petite valeur. De plus, il faut prendre en compte que le décalage ne peut pas
être supérieur à la taille de l’orbite ∆α ≤ a

r .
Les perturbations à long terme liées à la période de l’orbite héliocentrique de l’as-

téroïde sont les secondes par la grandeur après les perturbations séculaires. Dans cette
thèse nous ne faisons pas de description très détaillée de l’expression analytique pour le
décalage angulaire dans les observations, car on s’intéresse seulement à son estimation ap-
proximative. L’estimation exacte a été faite dans le travail de Emelyanov and Samorodov
(2015) dans la construction du modèle analytique du mouvement du satellite de Neptune.
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Nous utilisons la formule de la fonction perturbatrice, présentée dans ce travail. En posant
cette formule dans les équations de Lagrange et en faisant des intégrations, nous obtenons
l’expression généralisée pour les amplitudes des perturbations à longues périodes sur les
éléments orbitaux :

A = Kε
n

n′
. (6.29)

Par analogie avec δE, la valeur est un angle avec son sommet dans le primaire. En multi-
pliant par le demi-grand axe, nous obtenons le décalage linéaire. Cette amplitude A peut
être également obtenue en utilisant le développement de la fonction perturbatrice donné
dans le livre de Murray and Dermott (1999). Ainsi, en utilisant la formule (6.26) et posant
K = 1, pour le décalage angulaire observé du secondaire par rapport au primaire, lié aux
perturbations à long terme, l’expression suivante peut être obtenue :

∆α = a

R

n′

n
, (6.30)

où ∆α est exprimé en radians, R est la distance entre l’observateur et l’objet.

Estimation avec la precision du télescope spatial Gaïa. Pour estimer la valeur de
∆α nous avons pris un échantillon de 254 astéroïdes binaires avec les orbites déterminées
du satellite autour du primaire (ou avec les paramètres a et n estimés) (Johnston, 2014).
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Figure 6.4 – Estimation de la grandeur du décalage angulaire des satellites, lié à l’attraction du
Soleil. La ligne noire correspond à la précision approximative du télescope Gaïa. Tous les décalages
∆α supérieurs à cette limite peuvent être importants.

La magnitude absolue d’objet est estimée par la relation suivante (Fowler and Chillemi,
1992) :

HV = −5 log10(De
√
pV /1329),

où le diamètre effectif De et l’albédo sont pris de Johnston (2014). Soit la distance ap-
proximative R celle entre l’astéroïde dans son périhélie et le point de Lagrange L2 du
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système Terre-Soleil, telle que l’angle entre l’astéroïde et L2 vus depuis le Soleil est égale
à 45◦ (cela correspond à la position du télescope spatial Gaïa qui n’observe pas à l’oppo-
sition mais entre 45◦ et 135◦ d’élongation solaire). La valeur obtenue (équation (6.30)) de
∆α est comparée ensuite avec l’incertitude estimée du télescope Gaïa σ en fonction de la
magnitude absolue HV (Pravec and Scheirich, 2012) :

σ = 0.15× 100.2(HV −16), (6.31)

où σ est exprimée en millisecondes d’arc (mas).
Il est remarquable (voir la figure 6.4) qu’une partie considérable peut subir une impor-

tante influence de l’attraction du Soleil pour cette précision. Ici, les valeurs de ∆α ne sont
que des estimations. En pratique, elle doivent être calculées pour une distance R donnée
à chaque observation.

6.1.5 Coordonnées à partir des paramètres orbitaux

Calculer les éphémérides d’objets en un temps donné est un problème direct de la
mécanique céleste. Pour le mouvement du satellite autour de l’astéroïde primaire il suf-
fit de connaître les sept éléments orbitaux (a, e, i,Ω, ω, τ, P ), qui sont constants pour le
mouvement képlérien sans perturbation ou calculés pour un temps donné en considérant
les effets séculaires et à long terme. Les coordonnées au temps t donné du satellite sont
calculées par les équations suivantes :

M = n(t− τ), où n = 2π/P. (6.32)

Ensuite, l’anomalie excentrique E est calculée de l’équation de Kepler :

M = E − e sinE, (6.33)

le vecteur position r et l’anomalie vraie ν par :
r = a(1− e cosE),

tan ν =
√

1− e2 sinE
cosE − e .

(6.34)

Les coordonnées de la position du satellite dans le système équatorial (voir 6.2), centré sur
le primaire sont :

xE = r(cosu cos Ω− sin u sin Ω cos i),
yE = r(cosu sin Ω + sin u cos Ω cos i),
zE = r sin u sin i,

(6.35)

où u = ν + ω s’appelle l’argument de latitude.
Pour les binaires résolus, au final, les coordonnées (x, y) de la position apparente du

secondaire par rapport au primaire proviennent de :
x = −xE sinα+ yE cosα,
y = −xE cosα sin δ − yE sinα sin δ + zE cos δ. (6.36)

Pour les binaires non-résolus, le rapport entre les diamètres du secondaire et primaire
k = D2/D1 est nécessaire. Ainsi les coordonnées (x, y) de la position apparente du pho-
tocentre proviennent de :

(
x
y

)
= [(1 + k−2)−1 − (1 + k−3)−1]

(
− sinα cosα 0

− cosα sin δ − sinα sin δ cos δ

)xEyE
zE

 , (6.37)

Lorsque les coordonnées (x, y) sont calculées, les résidus entre les positions observées
et calculées peuvent être déterminés.
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6.2 Modèle statistique

6.2.1 Modèle de régression

Dans le but de lier les observations avec le modèle théorique (voir 6.1), nous écrivons
une équation, qu’on appelle équation observationnelle (Virtanen et al., 2001), sous la forme
suivante :

ϕ = ψ(θ) + ε, (6.38)

où ϕ est un ensemble de N observations de la position relative du satellite par rapport à
l’astéroïde primaire ou du photocentre par rapport au centre de gravité du système binaire,
faites aux temps t = (t1, t2 . . . , tN ) :

ϕ = (x1, y1; . . . ;xN , yN )T .

ψ(θ) est le vecteur de positions calculées pour un modèle dynamique, décrit par un vecteur
de paramètres θ, et le vecteur ε = (εx1, εy1; . . . ; εxN , εyN )T décrit les erreurs observation-
nelle et théorique. Les valeurs de θ et ε sont inconnues, et la fonction ψ dépend d’une
manière très implicite de θ (la relation implicite qui lie ψ et θ est décrite dans la section
6.1.5). Ainsi, le problème est de trouver les paramètres θ pour que les erreurs ε soient
minimales. L’équation (6.38) représente un modèle non-linéaire de régression pour lequel
plusieurs méthodes peuvent être appliquées. La méthode la plus classique est la méthode
des moindres carrés. Dans ce travail nous présentons une méthode statistique, qui s’appelle
recuit simulé avec approche bayésienne.

6.2.2 Inférence bayésienne

L’inférence bayésienne est souvent utilisée en physique pour des problèmes inverses (von
Toussaint, 2011). Muinonen and Bowell (1993) a introduit la formulation bayésienne dans
le problème de détermination d’orbite. L’approche statistique bayésienne est utilisée dans
le but d’estimer les paramètres inconnus à partir des données et de certaines informations
a priori. En utilisant la même désignation que dans (6.38), soit, un vecteur de paramètres
inconnues θ et les données d’observations ϕ, la densité de probabilité conditionnelle p(θ|ϕ),
qui s’appelle a posteriori, peut être déterminée par la formule de Bayes :

p(θ|ϕ) = p(θ) p(ϕ|θ)
p(ϕ) . (6.39)

La densité de probabilité p(ϕ) ne dépend pas de θ et, avec les observations ϕ fixes, peut
être considérée comme constante. Ainsi, l’a posteriori est proportionnel à p(θ), appelé a
priori, et p(ϕ|θ), appelé la fonction de vraisemblance :

p(θ|ϕ) ∝ p(θ) p(ϕ|θ). (6.40)

De cette manière, les paramètres d’orbite sont modélisés avec le terme de vraisemblance,
qui dépend des données d’observations, et le terme d’a priori, qui introduit l’information
disponible sur les paramètres.

Fonction de vraisemblance

La fonction de vraisemblance L, par définition, est égale à une densité de probabilités
conditionnelles de ϕi, en sachant les paramètres θ :

L(ϕ|θ) = p(ϕ1, ϕ1, . . . , ϕN |θ) = p(ϕ|θ). (6.41)
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Pour la construction de notre modèle, il est raisonnable de supposer que les paramètres
optimaux, correspondant à ε minimal, sont tels que les observations soient ajustées le
mieux possible. Cela permet de lier la fonction de vraisemblance avec la distance entre les
positions observées et les positions calculées qui leur sont associés. La position calculée
est un point calculé avec les paramètres d’orbite pour le moment du temps d’observation.
En supposant que les observations sont indépendantes, la fonction de vraisemblance est
définie par la formule :

L(ϕ|θ) =
N∏
i=1

l(ϕi|θ), (6.42)

où
l(ϕi|θ) = exp

[
−
(
|xOi − xCi |2 + |yOi − yCi |2

)k/2]
= exp[−εki ], k ∈ N

avec (xi, yi)O et (xi, yi)C , les coordonnées des positions observées et calculées au même
temps associé, respectivement. Les fonctions εi sont interprétées comme la distance eucli-
dienne entre les positions observées et calculées. Ainsi, la fonction de vraisemblance peut
être exprimée par :

L(ϕ|θ) = exp
[
−

N∑
i=1

εki

]
, k ∈ N. (6.43)

En plus, si les incertitudes des observations sont disponibles, elles interviennent dans le
modèle :

L(ϕ|θ) = exp
[
−

N∑
i=1

(
εi
σi

)k]
, k ∈ N, (6.44)

où σi, i = 1, . . . , N sont les incertitudes données pour chaque observation. Ce modèle est
appelé modèle pondéré.

Fonction a priori

La fonction a priori sert à contraindre l’espace des paramètres. Elle est construite à
partir d’informations sur les paramètres, connues avant l’observation. En revanche, le cas
d’une absence de connaissance particulière sur les paramètres arrive souvent quand on a
besoin de déterminer une orbite préalablement inconnue. Dans cette situation, le choix de
la loi a priori doit être tel que son influence soit minimale pour l’inférence bayésienne.
La loi a priori non-informative de Jeffreys (Jeffreys, 1961) est un choix naturel. Elle est
déterminée par la densité de probabilité

p(θ) = det(I(θ))1/2, (6.45)

où I(θ) est la matrice d’information de Ficher, dont les éléments sont

Iij(θ) = Eθ

(
∂2 lnL(ϕ|θ)
∂θi∂θj

)
. (6.46)

L’a priori de Jeffreys a une propriété importante : elle est invariante par reparamétrisation
du vecteur de paramètres θ. C’est-à-dire, pour toutes les paramétrisations h telles que

p(θ) = p(h(θ))
∣∣∣∣∣det ∂h(θ)i

∂θj

∣∣∣∣∣ ,
les distributions de valeurs résultantes sont indépendantes. En pratique, cela signifie,
par exemple, que les incertitudes sur les éphémérides, calculées à partir des éléments
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orbitaux, sont indépendantes du choix des éléments (par exemple on peut choisir θ =
(a, e, i,Ω, ω, τ, P ) ou également θ = (xy, yt, zt, ẋy, ẏt, żt,m) (m est la masse totale de l’ob-
jet binaire), mais la reparamétrisation pour la loi a priori doit être prise en compte).

En examinant le cas de plusieurs paramètres indépendants, Jeffreys propose de consi-
dérer leurs a priori séparément. En absence de corrélation entre les paramètres, la fonction
a priori peut être exprimée sous la forme d’une densité de probabilité jointe :

p(θ) =
m∏
i=1

p(θi), (6.47)

où θi est un des m paramètres inconnues décrivant l’orbite. Le choix de l’a priori est
expliqué plus en détails pour un cas concret (cf. section 8.1).

6.2.3 Estimateur des paramètres

Par définition, un estimateur θ̂ du paramètre inconnu θ est une fonction qui fait corres-
pondre θ à une suite d’observations empiriques ϕ1, ϕ2..., ϕN issues du modèle. L’expression
pour les paramètres inconnus θ (6.40) néglige les erreurs de mesure et théoriques ε, qui
figurent dans le modèle de régression (6.38). En effet, le but du problème est de retrouver
les paramètres θ tels que les erreurs ε soient minimales. Le minimum de ε correspond au
maximum de la fonction de probabilité p(θ|ϕ). Ainsi, l’estimateur des paramètres θ̂ sera
l’argument de maximum de la fonction a posteriori :

θ̂ = arg max
θ∈Θ

p(θ|ϕ), (6.48)

où Θ ⊂ Rm est un espace des paramètres de dimension m. A ce moment-là, le problème
de détermination d’orbite est posé comme un problème d’optimisation : le problème de
maximisation de la fonction a posteriori p(θ|ϕ). Plusieurs méthodes existent pour résoudre
ce problème d’optimisation. Nous allons utiliser l’une des méthodes de Monte-Carlo par
chaînes de Markov, qui est décrite plus en détails dans le chapitre suivant.
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6.3 État de l’art

6.3.1 Les moindres carrés dans le problème de l’objet binaire

La méthode des moindres carrés est une méthode qui est couramment utilisée dans
les problèmes de détermination d’orbites (Emel’yanov, 1983, Descamps, 2005). Ici nous
décrivons l’application de cette méthode dans le problème de la détermination d’orbite
mutuelle du système binaire à partir des observations astrométriques.

Nous utilisons les mêmes désignations qui étaient prises dans l’équation observation-
nelle (6.38) :

ϕ = ψ(θ) + ε. (6.49)

Si les erreurs d’observations et théorétiques sont négligées, l’équation observationnelle peut
s’écrire :

ϕ = ψ(θ),

où
ϕi = ψi(θ), (i = 1, 2, . . . , n), (6.50)

θ = (a, e, i,Ω, ω, τ, P, ...) = {θj}, j = 1...m (ici m est le nombre de paramètres incon-
nus) est le vecteur des vrais paramètres. Ici nous examinons chaque mesure séparément
(contrairement à l’équation donnée dans la section 6.2.1). Ainsi, si une observation possède
deux mesures pour N observations on a n = 2N équations.

Pour chaque observation, qui correspond à la position du secondaire par rapport au
primaire dans le système binaire, au temps donné t(k) on a deux valeurs mesurées xk yk
(k = 1, 2 . . . N , où N est le nombre d’observations). Introduisons la notation suivante :

ϕ2k−1 = xk,
ϕ2k = yk,

t2k−1 = t2k = t(k).

(6.51)

Ainsi, l’ensemble des observations peut être décrit par le vecteur suivant :

ϕ = (xo1, yo1, xo2, yo2 . . . , xoN , yoN )T
= (ϕ1, ϕ2, ϕ3 . . . , ϕ2N )T . (6.52)

Pour un modèle théorique choisi et un temps d’observation donné t, les valeurs x, y peuvent
être calculées (voir section 6.1.5) :

x = ψx(t,θ),
y = ψy(t,θ), (6.53)

où θ = {θj}, j = 1...m, est un vecteur de m paramètres qui décrit le modèle.
Soit un ensemble de temps d’observations t = {ti} (i = 1, 2, . . . , 2N), où ti = t(k),

k = i/2 quand i est pair, et k = (i+ 1)/2 quand i est impair. Ainsi,

ψ = (ψ1, ψ2, ψ3 . . . , ψ2N )T , (6.54)

où
ψi =

{
ψx(ti,θ), où i est un impair,
ψy(ti,θ), où i est un pair. (6.55)

Soit θ0 = {θ0
j}, j = 1...m un vecteur des paramètres préliminaires. Ainsi la correction

∆θj entre chaque paramètre préliminaire et la vraie valeur θj sera :

∆θj = θj − θ0
j (6.56)
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et l’équation observationnelle :

ϕi = ψi(θ0 + ∆θ), (6.57)

où ∆θ = {∆θj}, j = 1...m. D’habitude, la méthode des moindres carrés est appliquée aux
objets préalablement connus, quand certains paramètres sont déjà estimés, et généralement
utilisée dans le but d’ajustement des paramètres, plutôt que leur détermination initiale.
Ainsi, cela permet de supposer que ∆θ est petit et de développer l’équation (6.57) en série
de Taylor :

ϕi = ψi(θ0) +
m∑
j=1

∂ψi(θ0)
∂θj

∆θj + ... (6.58)

Gardons seulement les termes de premier ordre par rapport à ∆θj et introduisons la
notation suivante :

ϕ
c(0)
i = ψi(θ0), (6.59)

Ji,j = ∂ψi(θ0)
∂θj

, (6.60)

∆ϕi = ϕi − ϕc(0)
i . (6.61)

Ainsi donc,

∆ϕi =
m∑
j=1

Ji,j∆θj . (6.62)

L’approximation (6.62) s’appelle équation conditionnelle (Emel’yanov, 1983). Ces équa-
tions conditionnelles sont approximatives, parce que, premièrement, les erreurs du modèle
théorique ainsi que les erreurs d’observations sont négligées, deuxièmement, tous les termes
d’ordre plus grand que le premier ordre dans la série de Taylor sont également négligés.
Dès que les ajustements ∆θj sont obtenus, ils sont rajoutés aux paramètres initiaux. Cette
méthode s’appelle ajustement différentiel. Les ajustements peuvent être répétés plusieurs
fois et, si le processus converge, c’est-à-dire si les ajustements deviennent plus petits, l’al-
gorithme peut être arrêté quand ils sont considérablement plus petit que les incertitudes
des paramètres.

Un inconvénient de cette méthode : dans certains cas le processus ne converge pas ou
converge vers une solution fausse. Néanmoins, si elle converge, le résultat est très précis.

En chaque pas d’ajustement de paramètres, les résidus des équations condition-
nelles (6.62) sont déterminés par la relation :

δi = ∆ϕi −
m∑
j=1

Ji,j∆θj , (i = 1, . . . , n) (6.63)

Plusieurs algorithmes existent pour l’ajustement des paramètres. La technique des
moindres carrés, dont le but est de minimiser la somme des résidus au carré, est cou-
ramment utilisée en mécanique céleste.

Pour minimiser la somme des carrés de δi, l’équation de gradient est posée égale à zéro
et on la résout par rapport à ∆θj :

−2
n∑
i=1

Jij

∆ϕi −
m∑
j=1

Jij∆θj

 = 0, (6.64)
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qui deviennent n équations linaires, appelées les équations normales :
n∑
i=1

m∑
k=1

JijJik∆θk =
n∑
i=1

Jij∆ϕi (j = 1, . . . ,m), (6.65)

ou bien écrites sous forme matricielle :(
JTJ

)
∆θ = JT∆ϕ. (6.66)

Méthode pondérée

La méthode classique peut être généralisée par la méthode pondérée des moindres
carrées. Elle peut être appliquée dans le but de donner des poids aux observations, quand
les variances des observations sont différentes. Ainsi, si les mesures ne sont pas corrélées,
l’équation normale devient : (

JTWJ
)
∆θ = JTW∆ϕ, (6.67)

où W est une matrice diagonale pondérée, par exemple, avec Wi,i = 1
σ2
i

, σi est l’erreur
estimée de la i-ème observation.

6.3.2 Approche bayésienne avec la technique Monte-Carlo

La formulation bayésienne de la probabilité a posteriori dans le problème de déter-
mination d’orbite a été introduite par Muinonen and Bowell (1993). Leur approche avec
la technique de Monte Carlo a été implémentée dans la méthode « statistical ranging »
de Virtanen et al. (2001), pour la détermination de l’orbite héliocentrique d’astéroïde.
Plus précisément, cette méthode détermine un échantillon d’orbites possibles, plutôt que
détermine une seule orbite.

Une approche similaire pour les astéroïdes binaires a été développée par Oszkiewicz
et al. (2013). Cette méthode continue les idées précédentes du modèle bayésien sous la
forme suivante :

p(θ|ϕ) ∝ p(θ) p(ϕ|θ). (6.68)

Contrairement à notre modèle, ici ils expriment l’a priori et la vraisemblance en fonction
des erreurs d’observations de la manière suivante :

– a priori de Jeffreys

p(θ) ∝
√

det Σ−1(θ), où Σ−1(θ) = φ(θ)TΛ−1φ(θ). (6.69)

Σ−1(θ) est la matrice d’information qui est la matrice de covariance inversée pour
les éléments orbitaux ; φ(θ) contient les dérivées partielles de x et y (les coordonnées
du secondaire par rapport au primaire sur le plan tangent) par les éléments orbitaux
θ et Λ est la matrice de covariance pour les erreurs d’observations ;

– la fonction de vraisemblance p(ϕ|θ) est liée à la densité de probabilité d’erreur
d’observation, qui est d’habitude supposée gaussienne, qui vaut

p(ϕ−ψ(θ)) ∝ exp
(
−1

2ε
TΛ−1ε

)
, (6.70)

où ε = ϕ−ψ(θ).
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Bien que les deux méthodes – la nôtre et celle de Oszkiewicz et al. (2013) – soient
basées sur un même type d’échantillonnage – Metropolis-Hastings (voir plus en détails
les chapitres suivants), il subsiste entre elles deux différences importantes. Premièrement,
quand nous faisons l’échantillonage directement des paramètres d’orbite, dans la méthode
de Oszkiewicz et al. (2013) l’échantillonnage est effectué à partir d’un échantillonnage des
observations avec un des paramètres – la période de l’orbite, ce qui nécessite la calcul du
Jacobien à partir des paramètres d’échantillonnage aux paramètres orbitaux en chaque
itération. Plus précisément, l’échantillonnage d’orbites est fait de la manière suivante :

– trois observations (xi, yi) dans le même plan tangent sont tirées au hasard parmi
toutes les observations avec une période orbitale P , choisie aussi aléatoirement ;

– l’orbite initiale est calculée à partir de (x1; y1;x2; y2;x3; y3;P ) par la méthode clas-
sique pour les étoiles binaires de Thiele-Innes (Aitken, 1964) ;

– des déviations aléatoires sont rajoutées aux observations et à la période selon des
lois normales, centrées dans les valeurs précédentes, avec un écart type proportionnel
au bruit d’observation (σx, σy) pour les coordonnées (xi, yi) et un σP choisi pour la
période ;

– à partir des nouveaux (xc1; yc1;xc2; yc2;xc3; yc3;P c) une nouvelle orbite d’échantillon est
proposée ; l’orbite proposée est acceptée ou rejetée selon le critère de Metropois-
Hastings ;

– l’échantillonnage est répété jusqu’à ce que un nombre suffisant d’orbites ait été ob-
tenu.

Nous affirmons que l’utilisation de la méthode de Thiele-Innes, développée pour les
étoiles binaires, peut être inappropriée pour les astéroïdes. Les observations d’une étoile
lointaine sont censées être dans un même plan tangent, mais pour les observations d’un
objet du Système solaire cette approximation peut être rarement faite. Même si un
nombre suffisant d’observations dans le même plan tangent est disponible, la méthode
de Thiele-Innes nécessite de résoudre un système d’équations non-linaires en chaque ité-
ration d’échantillonnage, dont il n’est pas toujours possible de trouver une solution avec
des algorithmes numériques programmés.

Deuxièmement, par rapport à la méthode de Oszkiewicz et al. (2013), qui simule une
loi, nous utilisons un algorithme d’optimisation, qui maximise cette loi. Autrement dit, au
lieu de générer des échantillons entiers de paramètres orbitaux dans leur loi de distribution,
nous obtenons au final une réalisation de ces lois qui correspond au maximum de la loi a
posteriori.
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Ce chapitre décrit les bases nécessaires à l’explication de la méthode proposée dans cette
thèse pour le problème de détermination d’orbite. Nous commençons par une introduction
brève sur les chaînes de Markov. Ensuite, l’algorithme de Metropolis-Hastings – un des
algorithmes de Monte-Carlo par chaînes de Markov – est présenté, suivi dans la dernière
section, d’une méthode d’optimisation : le recuit simulé.

7.1 La chaîne de Markov
La chaîne de Markov, nommée en l’honneur de son créateur, a été introduite au début

du XXe siècle (Markov, 1906). Notamment, elle a été appliquée en linguistique sur les
premières 20 000 lettres de l’œuvre « Eugène Onéguine » de Pouchkine (Markov, 1913)
pour déterminer la probabilité d’apparition d’une voyelle connaissant la lettre précédente.
En peu de temps, la chaîne de Markov a trouvé son application, plus pratique, en physique
et aujourd’hui cette approche est utilisée dans presque toutes les sciences. Dans cette
section nous décrivons les bases de la théorie de la chaîne de Markov, nécessaires pour
l’appliquer dans les algorithmes de Monte-Carlo par les chaînes de Markov (MCMC).

Une chaîne de Markov (X(t)) est une suite de variables aléatoires

X(0), X(1), X(2), ..., X(t), ...

telles que X(t) sachant les variables précédentes ne dépende que de X(t−1). La probabilité
conditionnelle de X(t) sachant les variables passées s’appelle un noyau markovien ou un
noyau de transition K

X(t+1)|X(0), X(1), X(2), ..., X(t) ∼ K(X(t), X(t+1)).

Dans ce travail nous ne considérons que le processus de Markov à temps discret. Dans ce
cas, le noyau de transition K est une matrice avec les éléments

p
(t)
ij = P (X(t+1) = i|X(t) = j), i, j ∈ χ, (7.1)
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et χ est un espace d’états. Généralement, la chaîne de Markov qui intervient dans les
algorithmes MCMC possède certaines propriétés.

Stationnarité. La loi de probabilité π = (π1, π2, . . .) est stationnaire si

πK = π. (7.2)

Cette loi est également dite invariante. Ainsi, la loi π est telle que, si X(t) ∼ π alors
X(t+1) ∼ π.

Ergodicité. La chaîne de Markov est ergodique si sa loi stationnaire est aussi une loi
limite de X(t) pour presque tous les états initiaux X(0). Cela signifie également que la
chaîne de Markov converge vers sa loi stationnaire indépendamment de p(0)

ij .
Pour l’application dans les algorithmes MCMC une conséquence plus importante est

la suivante :
1
N

N∑
t=1

h(X(t))→ Eπ[h(X)], (7.3)

où h est une fonction intégrable. Les conditions nécessaires pour l’ergodicité sont que la
chaîne soit irréductible, apériodique et récurrente positive.

Irréductibilité. La chaîne de Markov est irréductible, si quelle que soit la valeur initiale
X(0), la probabilité que la suite (X(t)) atteigne n’importe quelle région de l’espace d’états
est non nulle. En effet, cela signifie qu’il est possible d’atteindre tous les états à partir de
n’importe quel état.

Apériodicité. L’état X(t) est apériodique s’il est visité un nombre irrégulier de fois.
Ainsi, la chaîne est apériodique si elle se compose d’états apériodiques.

Récurrence. La chaîne de Markov est récurrente si elle visite chaque état un nombre
infini de fois. Autrement dit, la chaîne se compose des états récurrents, et l’état est récur-
rent si en provenance de cet état, la probabilité d’y revenir en temps fini est 1. Si le temps
moyen de récurrence est fini, l’état est récurrent positif.

7.2 Algorithme de Metropolis-Hastings
L’idée des algorithmes de MCMC n’est pas très compliquée. Étant donnée une densité

cible π, il faut construire un noyau de Markov K de loi stationnaire π et générer une chaîne
de Markov (X(t)) avec ce noyau telle que la loi limite de (X(t)) soit π.

L’algorithme de Metropolis-Hastings (M-H) (Hastings, 1970) est un algorithme MCMC
qui permet de construire des noyaux K universels, théoriquement, quelle que soit une loi
cible π. Ainsi, l’idée de l’algorithme est, partant d’une valeur θ(0), de construire θ(t) à
l’aide d’un noyau de transition tel que la loi cible soit π. Étant donnée une loi cible π, nous
choisissons une loi conditionnelle q(y|θ), appelée la loi instrumentale ou loi de proposition,
avec laquelle nous construisons une chaîne de Markov (θ(t)) de la manière suivante :

1. Initialiser la chaîne de Markov θ(0).
2. Pour t = 1, 2 . . . :

– Générer yt ∼ q(y|θ(t−1)) ;
– Calculer la probabilité d’acceptation

α = min
{

π(yt)
π(θ(t−1))

q(θ(t−1)|yt)
q(yt|θ(t−1))

, 1
}

; (7.4)

– Prendre

θ(t) =
{
yt, avec probabilité α,
θ(t−1), avec probabilité 1− α.

(7.5)
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Cas symétrique : marches aléatoires. L’algorithme de Metropolis (Metropolis et al.,
1953) est un cas particulier de l’algorithme M-H, quand la loi instrumentale est symétrique,
c’est-à-dire q(θ|y) = q(y|θ). Dans ce cas la probabilité d’acceptation est indépendante de
q.

Un choix courant en pratique de loi instrumentale est la loi uniforme ou normale centrée
dans la valeur précédente de la chaine de Markov. Ainsi, à chaque pas, une nouvelle valeur
proposée sera yt ∼ N (θ(t−1), σ) ou yt ∼ U [θ(t−1) − δ, θ(t−1) + δ]. La chaîne construite de
cette manière s’appelle la marche aléatoire.

L’algorithme de Metropolis est le suivant :
1. Initialiser la chaîne de Markov θ(0).
2. Pour t = 1, 2 . . . :

– Générer yt ∼ q(y|θ(t−1)) ;
– Calculer la probabilité d’acceptation

α = min
{

π(yt)
π(θ(t−1))

, 1
}

; (7.6)

– Prendre

θ(t) =
{
yt, avec probabilité α,
θ(t−1), avec probabilité 1− α.

(7.7)

Comme nous pouvons le voir, l’algorithme accepte toujours les valeurs yt quand sa pro-
babilité π(yt) est supérieure à la précédente π(θ(t−1)). Mais certaines valeurs yt peuvent
aussi être acceptées quand π(yt) est inférieure à π(θ(t−1)). Si le ratio π(yt)

π(θ(t−1))
est petit,

la valeur yt aura très peu de chance d’être acceptée.

7.3 Recuit simulé
La méthode du recuit simulé a été introduite pour la première fois par Metropolis et al.

(1953) et, plus tard, décrite et appliquée pour le problème d’optimisation par Kirkpatrick
et al. (1983). Cette méthode est basée sur l’imitation du processus de recuit utilisé dans
la métallurgie. Dans ce processus, le métal subit un refroidissement très lent dans le but
d’avoir de meilleures propriétés du matériel, qui correspondent au minimum d’énergie des
atomes dans le réseau cristallin. Ainsi, les métaux qui refroidissent lentement sont plus
résistants que ceux qui refroidissent vite.

L’idée fondamentale de la méthode stochastique du recuit simulé est l’analogie avec
ce processus en métallurgie par l’utilisation d’un paramètre T , appelé température, po-
sée suffisamment haute au départ et réduite successivement afin d’atteindre le minimum
d’une fonction, appelée énergie. La suite (θ(t)) est construite à partir de la distribution de
Boltzmann (aussi appelée la distribution de Gibbs)

πt(θ(t)) ∝ exp(−E(θ(t))/Tt), (7.8)

où E est une fonction d’énergie et Tt une température. Ainsi, quand la température décroît
vers 0, les valeurs simulées seront dans le voisinage du minimum de l’énergie E.

L’algorithme de recuit simulé (RS) est le suivant
1. Initialiser la température T0 et θ(0).
2. Pour t = 1, 2 . . . (théoriquement jusqu’à T = 0) :

– Simuler yt ∼ q(y|θ(t−1)) ;



7.3. Recuit simulé 71

– Calculer
α = min

{
exp(−∆E(θ(t))/Tt), 1

}
, (7.9)

où ∆E = E(yt)− E(θ(t−1)) ;
– Prendre

θ(t) =
{
yt, avec probabilité α,
θ(t−1), avec probabilité 1− α.

(7.10)

– Diminuer la température par une certaine fonction décroissante f

Tt = f(Tt−1). (7.11)

Il est clair que la valeur proposée yt est toujours acceptée quand son énergie E(yt)
est inférieure à celle de l’étape précédente, mais elle peut être aussi acceptée quand
E(yt) > E(θ(t−1)) avec la probabilité α. Une température T haute augmente la chance
d’être acceptée. Cette propriété donne à l’algorithme un grand avantage. L’algorithme
arrive à sortir des minimums locaux quand la température est grande. Quand la tempé-
rature Tt décroît vers 0, les valeurs simulées s’approchent de plus en plus du minimum de
l’énergie.

La densité de probabilité peut être toujours présentée sous la forme

πt(θ) ∝ exp(−E(θ)). (7.12)

Ainsi la probabilité α présentée comme

α = min
{(

π(yt)
π(θ(t−1))

)1/Tt

, 1
}
. (7.13)

Comme nous pouvons le remarquer avec cette présentation de la probabilité et la fonction
d’acceptation (7.6), les algorithmes de M-H et de RS se ressemblent beaucoup. La seule
différence est la présence du paramètre T dans le RS. En effet, la valeur α dans l’algorithme
de RS est aussi le critère de Metropolis, et les deux algorithmes partagent les mêmes
propriétés d’acceptation des valeurs proposées yt. La différence entre les deux algorithmes
est dans leur objectif : l’algorithme de M-H simule la loi π(θ), alors que l’algorithme de
RS maximise cette loi.

En pratique, nous allons utiliser la méthode de RS dans le problème de maximisation
de la fonction a posteriori (voir section 6.2.3) qui détermine l’orbite. L’algorithme de
Metropolis sera utilisé pour effectuer une échantillonnage des orbites selon la loi cible,
qui est la loi a posteriori p(θ|ϕ) (voir formule (6.40)). L’algorithme de M-H dans le RS
permet, étant donnée p(θ|ϕ), de construire une chaîne de Markov dont la loi stationnaire
est cette loi p(θ|ϕ).

7.3.1 Configuration de l’algorithme

L’algorithme de RS que nous allons appliquer doit posséder certaines contraintes pour
être efficace. Les paramètres, comme la loi instrumentale q et le schéma de refroidissement,
jouent des rôles importants pour la performance de l’algorithme.

Loi instrumentale. Le choix de la loi instrumentale, ou, plus précisément de l’échelle
de cette loi dans le cas des marches aléatoires, est crucial dans la réalisation efficace de
l’algorithme. Si l’échelle de q est trop petite par rapport à la loi cible π, la chaîne de Markov
aura du mal à explorer tout l’espace des paramètres et convergera vers un minimum local,
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proche de l’état initial. En plus, le ratio π(yt)/π(θ(t−1)) sera toujours proche de 1, ainsi
yt sera presque tout le temps accepté et les éléments de la chaîne seront très corrélés. En
revanche, si l’échelle de q est trop grande, le ratio π(yt)/π(θ(t−1)) sera trop faible et yt sera
presque toujours rejeté. Ainsi, l’algorithme va faire beaucoup d’itérations inutiles.

Nous allons voir dans les prochaines sections comment la calibration de la loi instru-
mentale influence les résultats.

Schéma de refroidissement. En théorie, il existe un schéma optimal de décroissance
de la température qui garantit la convergence vers le minimum global (Geman and Geman,
1984, Li, 2009). Il indique que si la séquence décroissante de la température satisfait

lim
t→∞

Tt = 0, (7.14)

et
Tt ≥

m×∆
ln(1 + t) , (7.15)

où ∆ = maxθ E(θ) −minθ E(θ) et m est le nombre d’états visités, l’algorithme atteint le
minimum global. Malheureusement, en pratique il est très difficile de réaliser ce schéma,
car même la meilleure (la plus petite) valeur de N obtenue (Geman and Geman, 1984) est
beaucoup trop grande pour les calculs. En principe, la température doit être suffisamment
élevée au départ et décroître suffisamment lentement vers une valeur très proche de 0. En
construisant l’algorithme de RS les schémas suivants sont souvent utilisés :

– schéma de Boltzmann Tt = T0
ln(1 + t) ;

– schéma de Cauchy Tt = T0
(1 + t) ;

– schéma exponentiel Tt = T0c
t, où 0.8 < c < 1.

Les études de Uossermen (1992) montrent que le schéma de Boltzman demande un trop
grand nombre d’itérations et une temperature initiale très élevée pour obtenir une solution
acceptable. Le schéma de Cauchy nécessite moins d’itérations pour le refroidissement.
Cependant, avec ce schéma, l’algorithme a tendance à converger vers des optimums locaux.
L’avantage du schéma exponentiel, choisi par Kirkpatrick et al. (1983), est qu’il est flexible :
le coefficient c peut être choisi selon le problème.

En théorie la température atteint zero à l’infini. En pratique, une condition d’arrêt est
nécessaire. Kirkpatrick et al. (1983) propose que le système soit « gelé » et que le recuit
s’arrête si le nombre souhaité d’acceptations n’est pas atteint après trois températures
successives.

Espacement des échantillons. Dans le but de minimiser la corrélation des échantillons
il est conseillé de ne pas prélever la température à chaque itération, mais après un certain
nombre d’itérations m. Cela permet d’effectuer l’échantillonnage pour m itérations avec
une même température, ainsi les états successives θ(t) et θ(t+1) ne seront pas trop corrélés.
On appelle la valeur m, l’espacement des échantillons.

7.3.2 Modifications de la méthode de recuit simulé

Malheureusement, l’avantage de la méthode RS qui est d’éviter les minimums locaux
ne garantie pas de les éviter tous et de trouver le minimum global (Corana et al., 1987).
Quand la fonction à minimiser a plusieurs minimums locaux proches en grandeur de la
solution optimale, l’algorithme va trouver l’un d’entre eux, qui peut être global ou pas.
Ainsi, les cas de distributions cibles multimodales peuvent poser une grande difficulté pour
l’algorithme.
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Le choix optimal de la bonne loi instrumentale est un problème ouvert et dépend
fortement du problème sur lequel l’algorithme s’applique (von Toussaint, 2011). Le schéma
optimal théorique de température est trop lent pour le réaliser en pratique. Cependant, il
existe quelques algorithmes et recommandations très générales, qui proposent des solutions
pour les distributions multimodales. Par exemple, Corana et al. (1987) conseillent de garder
le taux d’acceptation, c’est-à-dire le ratio d’états acceptés et proposés, à environ 50%, et en
fonction de ce critère augmenter ou diminuer l’échelle de la loi de proposition. Robert and
Casella (2009) propose un algorithme où l’échelle ne dépend pas que du taux d’acceptations
mais est aussi proportionnelle à

√
T . En outre, deux modifications de la méthode de RS

standard existent. La première est la méthode « simulated tempering » (Marinari and
Parisi, 1992), qui effectue une marche aléatoire dans l’espace d’énergie, comme dans la
méthode standard, ainsi que dans l’espace discret de la température. La deuxième, est
la méthode « parallel tempering » (Swendsen and Wang, 1986, Geyer, 1991) qui lance
plusieurs simulations en parallèle, chacune étant générée de la même manière que dans le
« simulated tempering ».
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Nous présentons dans ce chapitre l’application de la méthode de recuit simulé dans
le problème de détermination d’orbite. Tout d’abord le choix de la fonction d’énergie à
minimiser ainsi que de l’algorithme est présenté. Ensuite, la méthode est appliquée aux
observations artificielles dans le but de retrouver les paramètres d’orbite choisis. Au final,
la méthode est utilisée sur des données réelles pour des orbites képlérienne et perturbée et
comparée à la méthode des moindres carrés.

L’algorithme de recuit simulé pour déterminer les paramètres d’une orbite, képlérienne
ou perturbée, à partir des observations a été développé dans cette thèse en collaboration
avec R.S. Stoica (Université de Lorraine) et réalisée en langage orienté objet Java. La
méthode des moindres carrés a été programmée en langage C en collaboration avec N.V.
Emeliyanov à l’Institut astronomique Sternberg situé à Moscou, Russie.

8.1 Fonction d’énergie
Pour résoudre notre problème de détermination d’orbite avec la méthode de RS, il

est nécessaire de construire une fonction d’énergie E à minimiser. Comme nous l’avons
noté dans la problématique (voir section 6.2.3), l’estimateur des paramètres qui décrivent
l’orbite est exprimé par le maximum de la fonction a posteriori :

θ̂ = argmaxθ∈Θ p(θ|ϕ),
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où Θ ⊂ Rm est l’espace des paramètres de dimension m.
La densité de probabilité peut toujours être exprimée comme :

p(θ|ϕ) ∝ exp(−E(θ,ϕ)). (8.1)

De cette manière, nous pouvons appliquer l’algorithme de RS pour trouver le minimum
de la fonction d’énergie E(θ,ϕ). En utilisant l’approche bayésienne (6.40) et l’expression
(8.1), l’énergie est :

E(θ,ϕ) = U(ϕ|θ) + U(θ), (8.2)
où U(ϕ|θ) est le terme de vraisemblance, attaché aux données, et U(θ) est le terme de
régularisation a priori, tel que p(ϕ|θ) = exp(−U(ϕ,θ)) et p(θ) = exp(−U(θ)).

8.2 Algorithme
En utilisant l’expression (8.1), l’algorithme de RS dans notre problème va avoir la

forme suivante :
1. Commencer avec des paramètres d’orbite quelconques θ0 ∈ Θ.

Poser une température initiale élevée T0, un compteur i = 1, une condition d’arrêt
et l’espacement des échantillons m.

2. Pour chaque i jusqu’à la condition d’arrêt
– Générer une orbite proposée avec les paramètres θ′ à partir de la loi instrumentale

θ′ ∼ Q(θ′|θi−1).

– Calculer la probabilité d’acceptation :

α = min

1,
[
p(θ′|ϕ)
p(θi−1|ϕ)

]1/Ti−1
 . (8.3)

– L’orbite proposée est acceptée θi = θ′ avec la probabilité α. Si l’orbite proposée
est rejetée, poser θi = θi−1.

– Si i mod m = 0, diminuer la température Ti = h(i, T0), où h est une fonction
décroissante décrivant le schéma de refroidissement.

– i = i+ 1

Configurations de l’algorithme

Comme nous l’avons déjà écrit, le choix de la loi instrumentale et du schéma de refroi-
dissement sont cruciaux pour la performance de l’algorithme de RS. Malheureusement, ces
configurations optimales sont indéterminées ou ne peuvent pas être réalisées d’une manière
pratique. Ainsi, il n’est possible de les choisir que d’une manière empirique. Nous avons
réalisé un nombre important de tests avant d’arriver aux configurations satisfaisantes. Ici,
nous n’en présentons que quelques-unes.

Température. Dans nos simulations nous utilisons le schéma de décroissance exponen-
tiel de la température :

Ti = T0 c
i, (8.4)

où c est une constante dans l’intervalle [0.95, 1). Nous choisissons la valeur c = 0.999,
trouvée empiriquement. La température initiale doit être suffisamment haute pour que
l’algorithme converge vers la solution. Ici, elle est choisie empiriquement.
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Condition d’arrêt. Dans la théorie l’algorithme converge vers l’optimum global quand
la température T → 0, ce qui ne peut pas être réalisé en pratique. Nous arrêtons l’al-
gorithme quand la température devient Tn = 10−10 ou quand l’état est « gelé ». Nous
considérons que l’état devient « gelé » si pendant 100 températures successives aucune
orbite proposée n’a été acceptée.

Espacement des échantillons. Dans le but d’éviter la corrélation entre les itérations
pendant l’algorithme RS, nous ne diminuons la température qu’à chaque m itérations.
Nous posons l’espacement des échantillons m = 30, choisi empiriquement.

Loi instrumentale. Nous effectuons la marche aléatoire avec les lois uniformes pour
chaque paramètre d’orbite U [θ(i−1)

j −∆θj , θ(i−1)
j +∆θj ], où θj est l’un des sept paramètres

d’orbite. Ainsi, dans l’algorithme, l’orbite proposée est générée à partir de la loi suivante :

Q(θ′|θi−1) =
n∏
j=1

1{θ′j ∈ [θi−1
j −∆θj , θi−1

j + ∆θj ]}
2∆θj

, (8.5)

où n est le nombre de paramètres inconnus. Nous choisissons une même échelle δ pro-
portionnelle à chaque loi a priori de chaque paramètre. Cela permet à chaque paramètre
d’avoir la même possibilité pour parcourir son espace de recherche. Quand on dit l’échelle
δ dans le texte suivant on sous-entend ∆θj = δ×∆θpriorj , où ∆θpriorj est lié à la loi a priori
du paramètre θi par la relation suivante

∆θpriorj = (max(θj)−min(θj))/2. (8.6)

En pratique, chaque itération i inclue n sous-itérations : à chaque sous-itération un seul pa-
ramètre est changé pour construire une nouvelle orbite. Après n sous-itérations successives
l’algorithme passe à l’itération i+ 1.

8.3 Simulations
Avant d’appliquer l’algorithme de RS à un cas concret, nous procédons à des simula-

tions. Nous commençons par un cas très simple et complexifions le problème pas à pas
en l’approchant d’un cas réel. Dans une première étape, nous allons déterminer les sept
paramètres du mouvement képlérien sans perturbation. Nous choisissons nous-même les
temps d’observation ainsi que les directions topocentriques du plan tangent pour créer des
observations artificielles. Ainsi, nous créons des positions relatives d’astéroïde secondaire
par rapport au primaire avec des paramètres orbitaux que nous choisissons. À partir de
ces observations, nous reconstruisons les éléments avec l’algorithme de RS.

En second lieu, nous prendrons les temps d’observations réels, avec les coordonnées du
plan tangent correspondant à ces temps, et nous utiliserons des observations artificielles de
positionnement relatif construites à partir des éléments orbitaux donnés par nous-mêmes.
Au final, nous appliquons l’algorithme aux données réelles et le comparons à la méthode
des moindres carrés.

8.3.1 Étape 1 : cas simple

Tout d’abord, nous essayons de retrouver les paramètres orbitaux à partir des obser-
vations artificielles à l’aide de l’algorithme de RS.

Dans ce but, nous posons les paramètres d’une orbite relative suivants : a = 10000 km,
e = 0.5, i = 135o, Ω = ω = 45o, τ = 0, P = 30 jours.
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De plus, il est nécessaire de choisir une orbite héliocentrique du système binaire pour
donner les directions topocentriques de chaque plan tangent – l’ascension droite αi et la
déclinaison δi – ainsi que la distance Ri entre l’observateur et l’astéroïde au moment de
la i-ème observation. Pour rendre les simulations proches d’un cas réel, nous choisissons
une orbite héliocentrique d’un astéroïde existant. Nous prenons l’astéroïde lointain Altjira,
transneptunien, ainsi le plan tangent ne va pas trop changer dans un court intervalle de
temps.
Nous posons 10 temps d’observation qui se répartissent d’une manière non homogène et qui
couvrent un peu plus qu’une période et tracent visuellement une ellipse (voir figure 8.7).
Avec les paramètres d’orbite, les moments d’observations et les coordonnées (αi, δi) et Ri
nous générons les positions observées d’astéroïde secondaire par rapport au primaire. La
correction en temps-lumière est prise en compte. Les observations simulées sont présentées
dans le tableau 8.1 et la figure 8.7.

Table 8.1 – Observations artificielles pour la première étape de simulation.

tobs ∆x, arcsec ∆y, arcsec R, ua α, deg δ, deg σx et σy, arcsec
5 -0.0175 0.1771 45.353 55.19 24.06 0.001 0.001
14 0.2617 -0.0584 45.354 55.21 24.06 0.002 0.001
26 0.1538 -0.2208 45.354 55.23 24.07 0.003 0.004
30 -0.0822 0.0090 45.355 55.24 24.07 0.004 0.001
38 0.0975 0.1186 45.356 55.26 24.08 0.005 0.004
41 0.1933 0.0328 45.356 55.28 24.08 0.009 0.001
47 0.2996 -0.1427 45.357 55.29 24.08 0.001 0.004
50 0.3007 -0.2096 45.358 55.31 24.09 0.007 0.001
59 -0.0237 -0.0756 45.358 55.33 24.09 0.001 0.004
62 -0.1127 0.1460 45.359 55.34 24.10 0.008 0.001

Maintenant, nous allons essayer de retrouver les paramètres d’orbite choisis à partir des
observations simulées avec la méthode de RS. Avant d’appliquer l’algorithme, une analyse
de sa configuration doit être faite : en particulier, l’analyse de la fonction d’énergie – ses
termes a priori et d’attache aux données – ainsi que le choix de la loi instrumentale et du
schéma de température.

Loi a priori des paramètres

Dans une première approche, il est plus simple de choisir des lois uniformes pour tous
les paramètres.

p(θ) = 1{a ∈ [amin, amax]}
amax − amin

× 1{e ∈ [emin, emax]}
emax − emin

· · · (8.7)

Les intervalles de ces lois doivent être suffisamment grands pour pouvoir examiner toutes
les valeurs possibles.

En absence d’information a priori sur l’excentricité e, la longitude du nœud ascendant
Ω et l’argument de péricentre ω nous prenons les lois uniformes dans l’intervalle de toutes
les valeurs possibles :

e ∼ U [0, 1), (8.8)

Ω ∼ U [0, 2π), (8.9)
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ω ∼ U [0, 2π). (8.10)

Demi-grand axe. La valeur minimale possible pour le demi-grand axe peut être déter-
minée à partir des observations. La distance entre les deux objets ρ est calculée par la
formule

ρi =
√

∆x2
i + ∆y2

i . (8.11)

Comme ρi est une projection sur le plan tangent, la valeur maximale n’est jamais plus
grande que la somme du demi-grand-axe a et de la distance focale c (voir la figure 8.1).

Figure 8.1 – Ellipse.

Ainsi, nous avons la relation

ρmax ≤ a+ c,
où c = ae.

Dans le cas dégénéré, quand l’orbite devient une parabole
e = 1, on a ρmax ≤ 2a. Ainsi, le minimum du demi-grand
axe est :

amin = 0.5 ρmax. (8.12)

Dans notre exemple pour les observations générées nous avons amin =6 029 km.
Nous ne pouvons pas contraindre la valeur maximale de a à partir des observations,

ainsi nous l’estimons à partir des connaissances sur la population des astéroïdes du même
groupe. Pour les astéroïdes binaires du groupe transneptunien avec leurs orbite relative
déterminées, la valeur maximale est 102 000 km (Johnston, 2014). En conséquence, la loi
a priori sera

a ∼ U [6029, 102000]. (8.13)

Inclinaison. Dans le cas général, si la direction du mouvement du secondaire n’est pas
claire, deux orbites miroirs sont possibles : la première orbite avec l’inclinaison i entre 0 et
90o, la deuxième avec l’inclinaison i+ 180o. Pour trouver les deux solutions il faut diviser
le problème en deux cas avec les deux a priori respectifs

i ∼ U [0, π2 ),mouvement direct,
ou
i ∼ U [π2 , π),mouvement rétrograde.

(8.14)

Pour rendre les simulations simples, nous examinons seulement le cas d’orbite rétrograde.
En conséquence, la loi a priori sera

i ∼ U [π/2, π]. (8.15)

Période d’orbite. Estimer la période à partir des observations n’est pas toujours pos-
sible, surtout quand le plan tangent est trop différent pour les observations et il est impos-
sible de tracer une ellipse. En revanche, en utilisant encore les connaissances sur les autres
astéroïdes du même groupe et la valeur estimée de amin nous pouvons faire une estimation
de la période par la troisième loi de Kepler :

P 2 = 4π2

Gm
a3, (8.16)

où G est la constante gravitationnelle, a = amin, m la masse du système binaire, que nous
prenons ici égale à la masse moyenne des astéroïdes binaires du même groupe.

Dans notre exemple, cette estimation donne une période P = 46.4 jours (avec la masse
m = 4.5 × 1018 kg, la masse moyenne des astéroïdes binaires du groupe « classique »



8.3. Simulations 79

transneptunien). Cette valeur est seulement une estimation préliminaire de la période,
c’est pourquoi nous élargissons l’intervalle de recherche. Nous faisons deux tests dans
cette étape de simulation avec la loi a priori

P ∼ U [1, 100], (8.17)

et
P ∼ U [1, 1000], (8.18)

dans les premier et deuxième tests respectivement. Le premier choix est dû au fait que la
valeur estimée est du même ordre de grandeur, le deuxième choix est fait dans le but de
vérifier si l’algorithme fonctionne bien quand l’espace de recherche est plus grand, car cela
peut arriver dans un cas réel.

Temps du passage du péricentre. Le temps du passage du péricentre τ peut être limité
par le moment de la première observation et la période maximale. Ainsi, la loi a priori est

τ ∈ U [t1 − Pmax, t1], (8.19)
où t1 est le temps de la première observation et Pmax est la période limite.

Fonction de vraisemblance

La fonction de vraisemblance, attachée aux données, a été déterminée avant par la
formule (6.44). Ici, nous testons les quatre modèles suivants :

– Modèle 1 : non-pondéré, k = 1 ;

p(ϕ|θ) = exp[−
N∑
i=1

εi] (8.20)

– Modèle 2 : non-pondéré, k = 2 ;

p(ϕ|θ) = exp[−
N∑
i=1

ε2
i ] (8.21)

– Modèle 3 : pondéré, k = 1 ;

p(ϕ|θ) = exp[−
N∑
i=1

εi
σi

] (8.22)

– Modèle 4 : pondéré, k = 2.

p(ϕ|θ) = exp[−
N∑
i=1

ε2
i

σ2
i

] (8.23)

Tests sur la configuration de RS

Toutes les configurations des simulations de l’étape 1 sont présentées dans le tableau
8.2.

Dans le premier test de simulation, où l’intervalle de recherche pour la période est
réduit, nous posons T0 = ∆× 104. Dans le deuxième test, nous choisissons T0 = ∆× 106.
Ici, selon Li (2009) le coefficient ∆ = max(E) −min(E). La valeur min(E) est supposée
être 0 et correspond à une orbite parfaitement ajustée aux observations. La valeur max(E)
est inconnue. Pour faire une estimation de cette valeur nous examinons la fonction d’éner-
gie comme une fonction des paramètres d’orbite. En propageant chaque paramètre dans
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l’intervalle de sa loi a priori avec les autres paramètres fixés à leur valeur initiale, les
maximums de la fonction d’énergie par rapport à chaque paramètre peuvent être calculés.
Ainsi, en choisissant la valeur supérieure, on estime max(E). En conséquence, pour chaque
modèle de la fonction de vraisemblance et de la loi a priori le ∆ sera différent mais peut
être estimé dans l’étape initiale des calculs. Dans notre exemple, selon les modèles propo-
sés (voir section 8.3.1), ∆1 = 1.9, ∆2 = 4.5, ∆3 = 2 et ∆4 = 4.8 pour les modèles 1, 2, 3
et 4 respectivement.

Table 8.2 – Configurations des tests. T0 est la température initiale, h(t) le schéma de température,
m l’espacement des échantillons, δ l’échelle de la loi instrumentale.

N test T0 h(t) δ m p(P )
1 104 0.999t 0.1 30 U [1, 100]
2.1 106 0.999t 0.1 30 U [1, 1000]
2.2 106 0.999t 0.2 30 U [1, 1000]

Pour comparer les échelles de la loi instrumentale sur la figure 8.2 les trois exemples
de la suite θ(i), où θ est l’excentricité avec la loi a priori U [0, 1] des différents échelles
de la loi instrumentale. Comme nous pouvons le voir, avec l’échelle δ = 0.05 la chaîne de
Markov se déplace très lentement. Ainsi nous allons tester d’abord l’échelle δ = 0.1, car
une petite échelle est préférable pour une bonne approximation de la loi cible, mais nous
sommes passé à l’échelle δ = 0.2 dans le test 2, car le minimum global n’a pas été toujours
atteint. Le résultat du test 2.1 signifie que l’échelle est trop petite pour converger vers le
minimum global en un nombre d’itérations raisonnable, et l’algorithme a convergé vers le
minimum global environ dans 20% des essais de l’algorithme (voir B.2).
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Figure 8.2 – Les trois exemples de l’échelle de la loi instrumentale (du haut en bas) : δ = 0.05,
δ = 0.1 et δ = 0.2. L’axe horizontal représente les temps discrets i de la chaîne θ(i), l’axe verticale
représente la valeur de l’excentricité e avec la loi a priori U [0, 1].
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Résultats des simulations

Les résultats sont présentés sous forme de distributions des paramètres. Ces distribu-
tions correspondent aux orbites résultantes de l’algorithme de RS lancé 100 fois avec les
mêmes valeurs initiales. Chaque orbite résultante est caractérisée par sa moyenne de O−C
des observations

O − C = 1
N

N∑
i=1

∆O−C
i , ∆O−C

i =
(
|xOi − xCi |2 + |yOi − yCi |2

)1/2
(8.24)

où ∆O−C
i est un résidu géométrique dans le plan tangent entre le point observé et le point

calculé correspondant. La distribution de O − C est également présentée pour chaque test.
Les résultats sont présentés sur les figures 8.3, 8.4, 8.5, 8.6 dans cette section, et dans B.2,
B.3 pour chaque test de la première étape de simulations respectivement (pour quatre
modèles de la fonction de vraisemblance par test).
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Figure 8.3 – Test 1, modèle 1. La ligne rouge continue correspond à la vraie valeur, les deux
lignes pointillées correspondent aux quantiles à 5% et 95%.
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Figure 8.4 – Test 1, modèle 2. La ligne rouge continue correspond à la vraie valeur, les deux
lignes pointillées correspondent aux quantiles à 5% et 95%.
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Figure 8.5 – Test 1, modèle 3. La ligne rouge continue correspond à la vraie valeur, les deux
lignes pointillées correspondent aux quantiles à 5% et 95%.
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Figure 8.6 – Test 1, modèle 4. La ligne rouge continue correspond à la vraie valeur, les deux
lignes pointillées correspondent aux quantiles à 5% et 95%.
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La procédure de répétition de l’algorithme de RS est faite 100 fois dans le but d’avoir
un relevé statistique sur le résultat. Ainsi, la valeur finale de chaque paramètre est donnée
sous forme de leur valeur moyenne avec une incertitude qui correspond à l’écart type de
la distribution résultante. Les résultats des simulations sont listés dans les tableaux 8.3 et
8.4. L’erreur ε entre la valeur finale et la valeur posée de chaque paramètre est également
présentée dans les tableaux.

Table 8.3 – Résultats du test 1 sur les observations simulées : les moyennes et les écart types des
paramètres – basés sur 100 évolutions de RS.

Paramètres Modèle 1 Modèle 2
µ± σ ε µ± σ ε

a, km 10001.8 ± 6.5 1.8 10000.1 ± 5.4 0.1
e, - 0.5001 ± 0.0004 0.0001 0.5 ± 0.0001 ≈0
ia, deg 134.99 ± 0.02 0.01 135± 0.01 ≈0
Ωa, deg 45.01 ± 0.04 0.01 45 ± 0.03 ≈0
ωa, deg 44.99 ± 0.02 0.01 45 ± 0.02 ≈0
P , jours 30 ± 0.01 ≈0 30± 0.01 ≈0
Mb, deg 180.03 ± 0.12 0.03 180.01 ± 0.13 0.01
O − C, arcsec 0.0001269 0.000166
Nb. d’itérations ≈ 753849 ≈ 966630

Paramètres Modèle 3 Modèle 4
µ± σ ε µ± σ ε

a, km 9999.5 ± 9.7 0.5 10000.35 ± 6.4 0.35
e, - 0.5 ± 0.0007 ≈0 0.5 ± 0.0002 ≈0
ia, deg 135 ± 0.04 ≈0 135± 0.01 ≈0
Ωa, deg 45± 0.06 ≈0 45 ± 0.04 ≈0
ωa, deg 45± 0.05 ≈0 45 ± 0.03 ≈0
P , jours 30± 0.01 ≈0 30± 0.01 ≈0
Mb, deg 179.99 ± 0.19 0.01 180.01 ± 0.16 0.01
O − C, arcsec 0.00021 0.0001841
Nb. d’itérations ≈ 756214 ≈ 966630

a Les angles se référent au plan équatorial J2000. b à l’époque 15 jours.
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Table 8.4 – Résultats du test 2.2 - les moyennes et les écart types des paramètres - basés sur 100
évolutions de RS.

Paramètres Modèle 1 Modèle 2
µ± σ ε µ± σ ε

a, km 9970.3 ± 162.1 29.7 9989.5 ± 97.8 10.5
e, - 0.4982 ± 0.0092 0.0018 0.4995 ± 0.003 0.0005
ia, deg 135.11 ± 0.49 0.11 135.02± 0.04 0.02
Ωa, deg 44.8 ± 0.9 0.2 44.94 ± 0.6 0.06
ωa, deg 45.11 ± 0.54 0.09 45.04 ± 0.19 0.04
P , jours 29.96 ± 0.22 0.06 29.99± 0.22 0.01
Mb, deg 179.37 ± 3.02 0.63 179.86 ± 2.6 0.14
O − C 0.004233 0.004338
Nb. d’itérations ≈ 923910 ≈ 1104690

Paramètres Modèle 3 Modèle 4
µ± σ ε µ± σ ε

a, km 10007.5 ± 180.8 7.5 9986.3 ± 93.6 13.7
e, - 0.5 ± 0.012 ≈0 0.4991 ± 0.0014 0.0009
ia, deg 135.01 ± 0.69 0.01 135.05± 0.17 0.05
Ωa, deg 44.98± 1.06 0.02 44.92 ± 0.61 0.08
ωa, deg 45.03± 0.81 0.03 45.07 ± 0.33 0.07
P , jours 30± 0.24 ≈0 29.99± 0.2 0.01
Mb, deg 179.99 ± 3.51 0.01 179.78 ± 2.67 0.22
O − C 0.004832 0.003868
Nb. d’itérations ≈ 925530 ≈ 1104690
a Les angles se référent au plan équatorial J2000. b à l’époque 15 jours.
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Un exemple (modèle 1) de la convergence de RS est également montré sur la figure
8.7 pour les observations et sur la figure 8.8 pour les paramètres (des exemples pour les
modèles 2, 3 et 4 voir dans l’annexe B.1).

Il est remarquable que les distributions résultantes sont toutes dans le voisinage des
valeurs posées. Cela signifie que l’algorithme, avec les configuration choisies, converge
vers des solutions très proches de l’optimum pour les quatre modèles. Les erreurs ε des
paramètres sont négligeables et rentrent dans l’intervalle ±σ.

À première vue aucun modèle n’est plus considérablement performant que l’autre,
mais les résultats des modèles 2 et 4 ont les écart types légèrement inférieurs à ceux des
modèles 1 et 3, respectivement. De plus, les erreurs ε des paramètres sont plus élevées
pour le modèle 1. En revanche, en comparant le nombre d’itérations, l’algorithme avec le
modèle 1 converge plus vite.

Les résultats du test 2.2 sont légèrement moins bons par rapport au test 1. L’augmen-
tation de l’intervalle de recherche pour la période orbitale et l’augmentation de l’échelle
de la loi instrumentale mènent à l’augmentation des erreurs des paramètres. Ces erreurs
restent quand même petites et rentrent dans l’intervalle ±σ des distributions résultantes.
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Figure 8.7 – Observations artificielles (cercles noires) avec les points calculés (croix noires) : ∆x
et ∆y correspondent aux positions du secondaire par rapport au primaire. Les lignes bleues corres-
pondent aux mouvements des points calculés pendant la recherche de solution optimale (seulement
un mouvement sur 100 pour les 7000 dernières orbites acceptées pendant le RS est affiché).
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Figure 8.8 – Test 1, modèle 1. Un exemple de recherche des paramètres optimaux pendant
l’algorithme de RS. L’axe horizontal montre le nombre d’itérations.
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8.3.2 Étape 2 : cas proche du réel

Dans la deuxième étape de simulation, nous nous approchons encore plus des observa-
tions réelles. Les moments d’observations, la distance entre l’observateur et l’objet et les
incertitudes d’observations sont prises égales à celles de l’objet transneptunien Teharon-
hiawako (2001 QT297) de la publication Grundy et al. (2011). Les coordonnées du plan
tangent α et δ aux temps données sont extraits du service des éphémérides IMCCE. Nous
posons les éléments orbitaux suivants :
a = 28125.78 km ;
e = 0.243577 ;
i = 144.01 ;
Ω = 51.89 ;
ω = 324.3 ;
P = 828.15 ;
M = 275.25, où M est l’anomalie moyenne à l’époque 2452000.0 JJ. (Ces éléments ont
été calculés précédemment avec la méthode des moindres carrés à partir des données de
Grundy et al. (2011)).

Ainsi, les observations générées sont listées dans le tableau 8.5.

Table 8.5 – Observations artificielles pour la deuxième étape de simulation.

tobs, JJ ∆x et ∆y, arcsec R, ua α, deg δ, deg σx et σy, arcsec
2452193.54 0.5463 -0.2925 44.370 325.17 -12.99 0.0051 0.0052
2452194.578 0.5510 -0.2870 44.385 325.16 -12.99 0.0081 0.0084
2452214.532 0.6242 -0.1748 44.699 325.05 -13.03 0.021 0.024
2452215.518 0.6270 -0.1690 44.716 325.05 -13.03 0.021 0.026
2452216.514 0.6297 -0.1631 44.733 325.05 -13.03 0.04 0.039
2452217.538 0.6324 -0.1570 44.750 325.05 -13.03 0.021 0.035
2452468.781 -0.3270 0.7263 44.130 327.73 -12.06 0.023 0.029
2452473.79 -0.3545 0.7253 44.085 327.66 -12.09 0.068 0.055
2452493.69 -0.4596 0.7141 43.970 327.33 -12.20 0.013 0.013
2452525.74 -0.6133 0.6723 44.024 326.75 -12.39 0.091 0.091
2452935.573 -0.0180 -0.5421 44.536 327.35 -12.14 0.06 0.05
2453150.866 0.4681 0.4317 44.878 330.33 -11.06 0.007 0.007
2453261.636 -0.1384 0.7154 44.074 328.94 -11.52 0.007 0.006
2453562.745 -1.0155 -0.0289 44.234 331.15 -10.68 0.008 0.008
2455177.717 -1.0268 0.1224 45.368 334.10 -9.39 0.0077 0.0053
2455411.925 0.0158 -0.5174 44.166 336.42 -8.43 0.003 0.003

Par la suite, nous appliquons l’algorithme de RS pour retrouver les paramètres d’orbite
à partir des observations générées. Nous construisons la loi a priori de la même façon que
dans l’étape précédente de simulation (voir section 8.3.1). Ainsi, la loi a priori du demi-
grand-axe est U [16893.7; 102000] km. La loi a priori pour la période coïncide avec le choix
dans le test 2, c’est-à-dire U [1, 1000]. Les choix des lois a priori pour les autres paramètres
sont les mêmes que dans les tests précédents. Les configurations de l’algorithme (schéma
de la température, la loi instrumentale et l’espacement d’échantillons) de RS coïncident
avec celles du test 2.2. (voir le tableau 8.2). Les quatre modèles (voir la section 8.3.1) de
la fonction de vraisemblance sont testés.

Les résultats de ce test sont présentés dans la section B.4 et dans le tableau 8.6. Comme
nous pouvons le remarquer, les distributions résultant des paramètres sont dans le voisinage
de leur vraie valeur, les erreurs des paramètres rentrent dans l’intervalle ±σ. Cela signifie
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que l’algorithme converge vers des solutions très proches de la solution optimale pour les
quatre modèles. Comme dans les simulations précédentes, aucun modèle de la fonction de
vraisemblance n’est plus significativement performant que l’autre, mais les résultats des
modèles 2 et 4 ont les écart types et les erreurs des paramètres légèrement inférieurs à
ceux des modèles 1 et 3, respectivement, et les modèles 1 et 3 convergent plus vite que les
modèles 2 et 4 respectivement.

Table 8.6 – Résultats de la deuxième étape de simulations - les moyennes et les écart types des
paramètres - basés sur 100 résultats de RS.

Paramètres Modèle 1 Modèle 2
µ± σ ε µ± σ ε

a, km 28126.4 ± 5.86 0.76 28124.16 ± 2.75 0.21
e, - 0.2439 ± 0.00048 0.00001 0.2439 ± 0.00053 8.1e-0.6
i, deg 144.07 ± 0.09 0.002 144.04± 0.04 0.0009
Ω, deg 51.8 ± 0.2 0.0035 51.84 ± 0.08 0.0008
ω, deg 324.07 ± 0.46 0.0007 324.06 ± 0.42 0.0004
P , jours 828.17 ± 0.03 0.0043 828.14± 0.02 0.002
Mb, deg 275.46 ± 0.34 0.0007 275.48 ± 0.34 0.0007
O − C 0.001089 0.001178

Paramètres Modèle 3 Modèle 4
µ± σ ε µ± σ ε

a, km 28125.5 ± 9.63 0.52 28126.93 ± 2.47 0.14
e, - 0.244 ± 0.00068 1.6e-7 0.244 ± 0.00063 3e-6
i, deg 144.1 ± 0.13 0.0003 144.06± 0.08 0.0008
Ω, deg 51.7± 0.34 0.006 51.79 ± 0.15 0.001
ω, deg 323.98± 0.58 0.004 324.05 ± 0.46 0.002
P , jours 828.15± 0.05 0.005 828.14± 0.03 0.001
Mb, deg 275.47 ± 0.33 0.002 275.46 ± 0.32 0.001
O − C 0.00149 0.001041

a Les angles se référent au plan équatorial J2000. b à l’époque 2452000 JJ.



8.4. Test sur les vraies observations 92

8.4 Test sur les vraies observations
Dans cette section nous appliquons l’algorithme de RS aux vraies observations (présen-

tés dans le tableau C.1) de l’objet transneptunien Teharonhiawako (2001 QT297) provenant
de la publication Grundy et al. (2011). De plus, nous appliquons la méthode des moindres
carrés pour ensuite comparer les résultats.

8.4.1 Comparaison des méthodes

Les mêmes configurations et les mêmes modèles de la fonction de vraisemblance et d’a
priori que dans les simulations précédentes (voir section 8.3) ont été appliqué ici pour les
vraies observations. Les résultats obtenus sont présentés sous la forme de distribution (voir
8.9, 8.10, 8.11 et 8.12). Sur un même graphique les résultats de la méthode des moindres
carrés avec ses incertitudes correspondantes sont présentés. Ces résultats sont obtenues
avec les valeurs initiales des paramètres prises de Grundy et al. (2011). Les résultats
numériques pour les deux méthodes sont présentés dans le tableau 8.7.

Le modèle 1 de RS donne des résultats rentrant dans l’intervalle des incertitudes de la
méthode des moindres carrés. Cela permet de conclure que nos résultats sont acceptables.
Les résultats du modèle 2 coïncident avec les résultats des moindres carrés non-pondérés
et ont des incertitudes plus petites par rapport au modèle 1.

La méthode des moindres carrés pondérés a des incertitudes plus petites par rapport à
celles de la méthode non-pondérés. Nos résultats de RS avec les modèles 3 et 4 ne rentrent
pas dans ces incertitudes. Le modèle 3 donne des distributions légèrement décalées des
résultats de moindres carrés, mais en revanche ces résultats sont mieux par leurs erreurs
O−C moyenne. Le modèle 4 a des distributions résultantes qui couvrent le résultat obtenu
par la méthode des moindres carrés.

En comparant les erreurs O − C moyennes, il semble qu’avec les modèles 1 et 3 nous
obtenons de meilleurs résultats par rapport aux modèles 2 et 4, respectivement. Une ex-
plication simple a lieu. Soit (d(1))i = |O − C1|i et (d(2))i = |O − C2|i les résidus entre les
observations et les points calculés pour une orbite (1), obtenue avec le modèle 1, et pour
une orbite (2), obtenue avec le modèle 2, respectivement. Il n’est pas contradictoire d’avoir
les relations suivantes :

N∑
i=1

(d(1))i ≤
N∑
i=1

(d(2))i,

N∑
i=1

(d(1))2
i ≥

N∑
i=1

(d(2))2
i .

En effet, les modèles qui minimisent la distance euclidienne dans le plan tangent (modèles
1 et 3) et les modèles qui minimisent la distance au carré (modèles 2 et 4) donnent des
résultats légèrement différents. Cet effet est lié aux fonctions d’énergie dans l’algorithme
de RS, qui ont différents minimums globaux.

En conclusion, la caractérisation d’orbite – ici par la moyenne de |O−C| (voir (8.24))–
peut jouer un rôle sur le choix de tel ou tel modèle. Un autre choix de caractérisation
d’orbite peut être, par exemple, χ2 (Virtanen et al., 2001) :

χ2 =
2N∑
i=1

|O − C|2i
σ2
i

,

où |O−C|i = |xOi −xCi |2 et |O−C|i = |yOi −yCi |2 pour i impair et i pair respectivement. Selon
cette caractérisation les orbites résultant des modèles 2 et 4 auraient été plus convenables.
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Table 8.7 – Test sur les vraies observations de Teharonhiawako 2001 QT297. Résultats avec
ses incertitudes σ de RS, modèles 1 et 2, en comparaison avec les résultats des moindres carrés
non pondérés, et résultats de RS, modèles pondérés 3 et 4, en comparaison avec les résultats des
moindres carrés pondérés.

Paramètres Modèle 1 Modèle 2 Moindres carrés
a, km 28100.55 ± 20.49 28124.31 ± 1.58 28125.8 ± 407.2
e, - 0.2427 ± 0.00026 0.2435 ± 0.000045 0.243577 ± 0.0081
ia, deg 145.29 ± 0.04 144.01± 0.01 144.01 ± 1.5
Ωa, deg 53.74 ± 0.09 51.88 ± 0.02 51.89 ± 2.5
ωa, deg 325.76 ± 0.07 324.32 ± 0.03 324.34 ± 2.5
P , jours 828.68 ± 0.03 828.17± 0.01 828.15 ± 80.9
Mb, deg 275.32 ± 0.05 275.27 ± 0.02 275.26 ± 1.5
O-C, arcsec 0.02737 0.03118 0.03117317

Paramètres Modèle 3 Modèle 4 Moindres carrés pondérés
a, km 28028.13 ± 32.29 27776.98 ± 2.75 27780.18 ± 1.78
e, - 0.2485 ± 0.00046 0.2547 ± 0.00014 0.2548 ± 0.000035
ia, deg 145.41 ± 0.07 143.98± 0 143.99 ± 0.01
Ωa, deg 54.9 ± 0.14 55.08 ± 0.03 55.09 ± 0.01
ωa, deg 325.62 ± 0.1 324.81 ± 0.02 324.84 ± 0.01
P , jours 828.43 ± 0.08 828.08± 0.02 828.07 ± 0.004
Mb, deg 275.87 ± 0.12 276.7 ± 0.02 276.68 ± 0.01
O-C, 0.02996 0.0324 0.03238

a Les angles se réfèrent au plan équatorial J2000. b à l’époque 2452000 JJ.

Comparaison. La méthode des moindres carrés nécessite d’avoir des valeurs initiales
des paramètres proches de celles des vraies valeurs. Avec des paramètres mal choisis la
méthode des moindres carrés ne converge pas. En pratique, il n’est pas toujours facile
d’estimer les paramètres initiaux, ainsi le travail sur le choix de ces paramètres coûte
parfois de grandes dépenses de temps.

L’avantage de la méthode de RS est qu’elle ne dépend pas des valeurs initiales. Presque
aucune connaissance sur les paramètres d’orbite n’est exigée, il suffit de contraindre l’in-
tervalle des valeurs possibles. Cet intervalle peut être posé le plus large possible. Ainsi
donc, l’algorithme peut être très utile pour déterminer une orbite préliminaire, quand très
peu d’observations sont disponibles.

D’un autre côté, l’avantage de la méthode classique, si elle converge, est d’avoir un ré-
sultat précis avec une bonne estimation de précision. Plus d’observations sont disponibles,
plus le résultat est précis. En même temps, un grand nombre d’observations, au contraire,
ralentit les calculs de RS. Ainsi, les deux méthodes peuvent être complémentaires l’une de
l’autre.

Une autre avantage de la méthode de RS est sa libre modélisation. Nous avons montré
que plusieurs choix de la fonction de vraisemblance sont possibles. Cela signifie que l’algo-
rithme est libre par le choix de résidus O−C. Par exemple, quand on minimise la somme
des valeurs absolues O − C, les résidus sont supposés présenter un caractère laplacien,
tandis que pour les valeurs O−C au carré les résidus sont considérés gaussiens. En outre,
les résidus peuvent être considérés séparément par coordonnées x et y ou en vecteur (x, y),
c’est-à-dire que la distance euclidien O − C dans le plan tangent est considérée.

Une comparaison de la méthode de moindres carrés avec des autres modèles pour la
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méthode de RS est décrite dans les publications Kovalenko et al. (2016) et Kovalenko et al.
(2016).
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Figure 8.9 – Test sur les vraies observations de 2001 QT297, modèle 1. La ligne rouge verticale
correspond aux résultats des moindres carrés, la ligne pointillée est son incertitude. L’histogramme
représente la distribution de 100 résultats de RS.
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Figure 8.10 – Test sur les vraies observations de 2001 QT297, modèle 2. La ligne rouge verticale
correspond aux résultats des moindres carrés, la ligne pointillée est son incertitude. L’histogramme
représente la distribution de 100 résultats de RS.
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Figure 8.11 – Test sur les vraies observations de 2001 QT297, modèle 3. La ligne rouge verticale
correspond aux résultats des moindres carrés, la ligne pointillée est son incertitude. L’histogramme
représente la distribution de 100 résultats de RS.
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Figure 8.12 – Test sur les vraies observations de 2001 QT297, modèle 4. La ligne rouge verticale
correspond aux résultats des moindres carrés, la ligne pointillée est son incertitude. L’histogramme
représente la distribution de 100 résultats de RS.
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8.4.2 Estimation des incertitudes

Pour évaluer les incertitudes des paramètres, obtenus avec la méthode de RS, nous
faisons les suppositions suivantes :

– les erreurs du modèle théorique sont négligées ;
– les erreurs d’observations sont négligées ;
– les valeurs des paramètres obtenues sont proches des vraies valeurs.

Soit θc = {θcj}, j = 1...m un vecteur des paramètres obtenus avec le RS, et θ = {θj},
j = 1...m est le vecteur des vrais paramètres. Ainsi la correction entre les valeurs obtenues
et vraies sera :

∆θ = θ − θc. (8.25)
Soit une coordonnée calculée (x ou y dans le plan tangent) au moment ti ϕci = ψi(θc).
Ainsi, la coordonnée respective observée doit être

ϕi = ψi(θc + ∆θ).

En utilisant l’hypothèse que ∆θ est petit, le ϕi peut être développé en série de Taylor :

ϕi = ψi(θc) +
m∑
j=1

∂ψi(θc)
∂θj

∆θj + ... (8.26)

Supposons que les termes supérieurs au premier ordre par rapport à ∆θj sont négligeables,
ainsi l’équation conditionnelle (voir l’équation 6.62) (Emel’yanov, 1983) peut être écrite
par :

∆ϕi =
m∑
j=1

Ji,j∆θj , (8.27)

où
Ji,j = ∂ψi(θc)

∂θj
,

et
∆ϕi = ϕi − ϕci .

Ici, les ∆ϕi seront les résidus O − C pour x et y séparément. Sous forme matricielle
l’équation devient :

∆ϕ = J∆θ, (8.28)
où J est la matrice jacobienne entre les coordonnées x et y dans le plan tangent d’ob-
servation et les paramètres d’orbite. Cette matrice de taille 2N × n, où N est le nombre
d’observations et n est le nombre de paramètres d’orbite, est décrite dans l’annexe D.2.
L’équation est résolue pour ∆θ :

∆θ =
(
JTJ

)−1
JT∆ϕ. (8.29)

Parmi les orbites obtenues dans la section précédente nous choisissons celles dont l’éner-
gie finale est minimale pour chaque modèle de RS. Pour ces orbites nous avons calculé le
∆θ. Éventuellement la procédure d’ajustement différentiel des paramètres (voir la section
6.3.1 ou Emel’yanov (1983)) peut être appliquée en complément. Dans notre cas, pour
les orbites trouvées avec la méthode de RS, cette procédure n’améliore pas les résultats.
Nous interprétons le ∆θ calculé comme une estimation des incertitudes des paramètres.
Ainsi, ces incertitudes pour les paramètres d’orbite (avec les paramètres eux-mêmes) pour
les quatre modèles de RS sont comparées aux erreurs du résultat des moindres carrés et
rassemblées dans le tableau 8.8. On observe que les incertitudes obtenues pour les orbites
determinées par la méthode de RS sont comparables à celles des moindres carrés.
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Table 8.8 – Estimation de la précision des résultats pour la méthode de RS et des moindres carrés.
Pour les modèles 3 et 4 les résidus O-C sont réduits (divisés par σ d’observation).

Paramètres Modèle 1 Modèle 2 LS
a, km 28 109.4 ± 649.2 28 123.8 ± 319.4 28 125.8 ± 407.2
e, - 0.2428 ± 0.0008 0.2435 ± 0.001 0.243577 ± 0.0081
ia, deg 145.3 ± 0.4 144.0 ± 1.002 144.01 ± 1.5
Ωa, deg 53.8 ± 1.7 51.9 ± 0.86 51.89 ± 2.5
ωa, deg 325.8 ± 0.03 324.3 ± 0.61 324.34 ± 2.5
Mb, deg 275.3 ± 0.69 275.29 ± 0.71 275.26 ± 1.5
P , jours 828.67 ± 30.3 828.17 ± 12.6 828.15 ± 80.9

Paramètres Modèle 3 Modèle 4 LS pondérés
a, km 28 051.3 ± 1.59 27 777.8 ± 0.6 27 780.18 ± 1.78
e, - 0.2491 ± 0.000001 0.2547 ± 0.000001 0.2548 ± 0.000035
ia, deg 145.5 ± 0.009 143.9 ± 0.002 143.99 ± 0.01
Ωa, deg 55.1 ± 0.004 55.1 ± 0.001 55.09 ± 0.01
ωa, deg 325.7 ± 0.004 324.8 ± 0.007 324.84 ± 0.01
Mb, deg 275.87 ± 0.004 276.7 ± 0.007 276.68 ± 0.01
P , jours 828.37 ± 0.07 828.07 ± 0.02 828.07 ± 0.004
a Les angles se réfèrent au plan équatorial J2000. b à l’époque 2452000 JJ.

8.4.3 Détermination de J2 pour Teharonhiawako 2001 QT297

Précédemment nous déterminions des orbites képlériennes, décrites par les sept para-
mètres. En réalité, le mouvement est toujours plus complexe dû à plusieurs forces, connues
ou inconnues (voir la section 6.1.4). En compliquant le modèle physique, le problème pos-
sède plus de paramètres à déterminer et, en conséquence, devient plus difficile à résoudre.
Ainsi, il est souvent plus facile de déterminer une solution initiale avec un modèle simple
et ensuite de l’ajuster avec des modèles plus complexes.

Dans l’étape précédente nous avons déjà déterminé l’orbite du satellite de Teharonhia-
wako 2001 QT297. Le résultat du modèle 2 de la vraisemblance est plus proche du résultat
des moindres carrés que celui du modèle 1. En plus, par rapport aux modèles 3 et 4, les
incertitudes de ce résultat évitent d’être surestimées dû à l’hypothèse de gaussianité des
erreurs d’observation. Ainsi, nous choisissons ce résultat comme une orbite initiale dans
l’algorithme de RS pour la prochaine étape.

Nous introduisons l’effet séculaire de non-sphéricité du primaire, décrit dans la sec-
tion 6.1.4. Le nouveau modèle physique sera décrit par 10 paramètres à déterminer :
(a, e, i,Ω0, ω0, τ, P, αp, δp, J2r

2), où les sept premiers paramètres sont les mêmes que dans
le modèle képlérien, à la différence près que Ω0 et ω0 sont attachés à un certain temps
donné t0. De plus, les angles αp, δp caractérisent le vecteur fixe du moment angulaire de
l’objet, J2 est le terme lié à l’aplatissement du primaire et r est le rayon moyen à l’équateur
du primaire (voir plus en détails la section 6.1.4).

Le diamètre effectif D =
√
D2

1 +D2
2 de Teharonhiawako 2001 QT297, déterminé dans le

programme « TNOs are cool », est donné dans le tableau 2.3. En utilisant la relation (2.6)
pour le rapport des diamètres k = D2/D1 , le rayon moyen à l’équateur du primaire est r =
D(1 + k2)/2 = 89 km. Ainsi, en supposant que r est connu, nous appliquons l’algorithme
de RS pour déterminer les 10 paramètres suivants (a, e, i,Ω0, ω0, τ, P, αp, δp, J2).

La configuration suivante de l’algorithme de RS est choisie.
• Soient les lois a priori suivantes :
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– pour chaque paramètre (a, e, i,Ω0, ω0, τ, P ) : θ ∼ U [θ0 − 5σ, θ0 + 5σ], où θ est un
paramètre, σ correspond aux incertitudes des paramètres et θ0 est la valeur initiale
du paramètre (voir tableau 8.8) ;

– αp ∼ U [0, 2π],
– δp ∼ U [−π/2, π/2],
– J2 ∼ U [10−6, 0.3], où 0.3 correspond à la valeur légèrement augmentée du J2 de
Hauméa (le TNB le plus allongé parmi les TNB connus).

• La température : Ti = Tmaxc
i, où Tmax = 5 × 106 et c = 0.999. La température

diminue chaque 30 itérations.
• La loi instrumentale : N (θ(i−1), δ σprior), où l’échelle δ = 0.02 et σprior = 5σ.
• La fonction de vraisemblance correspond à celle du modèle 2 (voir section 8.3.1).

Avec cette configuration l’algorithme de RS a été répété dix fois, en convergeant vers des
solutions proches. Une meilleure orbite (avec la valeur minimale de la fonction d’énergie
finale) a été sélectionnée, dont les paramètres sont présentés dans le tableau 8.9. Pour
comparer la nouvelle orbite avec l’orbite képlérienne obtenue auparavant, on les caractérise
par leur erreur quadratique moyenne (MSE, d’anglais "Mean Squared Error"), qui vaut :

MSE = 1
2N

2N∑
i=1
|O − C|2i , (8.30)

où |O−C|2i = |xOi − xCi |2 et |O−C|i = |yOi − yCi |2 pour i impair et i pair respectivement,
N est le nombre d’observations.

La comparaison des résultats (voir tableau 8.9) pour le mouvement képlérien et per-
turbé ne montre pas de différence considérablement grande. En revanche, la valeurs ob-
tenue de J2 = 0.007 signifie que le corps primaire de Teharonhiawako 2001 QT297 peut
être légèrement aplati. En comparant les MSE des deux orbites, l’orbite perturbée est plus
ajustée aux observations que l’orbite képlérienne. Ainsi, la non-sphéricité doit être prise
en compte pour une meilleur précision.

Table 8.9 – La comparaison des résultats pour le modèle képlérien et perturbé. L’orbite perturbée
est liée à la non-sphéricité du primaire et caractérisée par les valeurs obtenues : J2 = 0.007,
αap = 357o et δap = −79.9o

Paramètres Orbite képlérienne Orbite perturbée
a, km 28 123.8 ± 319.4 28 061.9 ± 27.3
e, - 0.2435 ± 0.001 0.2454 ± 0.0007
ia, deg 144. ± 1. 143.5 ± 0.12
Ωa,b, deg 51.9 ± 0.86 56.8 ± 0.000008
ωa,b, deg 324.3 ± 0.61 328.1 ± 0.36
Mc, deg 51366.3 ± 0.71 276.7 ± 118.9
P , jours 828.17 ± 12.6 829.9 ± 1.17
MSE 0.000713 0.000695

a Les angles se réfèrent au plan équatorial J2000. b A l’époque de la première observation
(délai temps-lumière est pris en compte) 2452193.2832 JJ. c à l’époque 2452000 JJ.
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8.5 Problème de minimums locaux
L’algorithme de recuit simulé aide à éviter les minimums locaux lors de la recherche

d’un minimum global de la fonction d’énergie. En revanche, il ne garantit pas cela si le
schéma la température et l’échelle de la loi instrumentale ne sont pas optimales. Évi-
demment, car les configurations optimales de RS sont difficiles à réaliser du point de vue
pratique, dans de nombreux cas, l’algorithme peut facilement converger vers des minimums
locaux.

Dans le but de comprendre l’origine des minimums locaux de l’énergie, nous analysons
d’abord l’influence de chaque paramètre d’orbite sur cette fonction. Revenons à notre
exemple de simulation (voir 8.3). Pour voir l’influence, nous propageons chaque paramètre
dans l’intervalle de sa loi a priori en fixant les autres paramètres. L’énergie en fonction
de chaque paramètre est présentée sur la figure 8.13. Nous voyons, que les six paramètres
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Figure 8.13 – Fonction d’énergie (terme d’attache aux données) en fonction des paramètres pour
les quatre modèles : modèle 1 (ligne bleu), modèle 2 (ligne rouge), modèle 3 (ligne verte), modèle
4 (ligne noire).

képlériens (a, e, i, Ω, ω, τ) ont un minimum, qui est le minimum global. Le septième
paramètre – la période orbitale P – a plusieurs minimums. Pour expliquer cet effet nous
examinons d’abord une orbite circulaire, donc e = 0. Les autres éléments orbitaux restent
les mêmes que l’orbite générée dans 8.3 : a = 10000 km, i = 135o, Ω = ω = 45o, τ = 0,
P = 30 jours. Soit une observation au temps ti. Ainsi, en utilisant l’équation de Kepler
nous avons la relation

Mi = 2π
P

(ti − τ) = Ei.

En prenant en compte que l’anomalie excentrique E est exprimée dans l’intervalle [0; 2π]
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nous écrivons
2π
Pc

(ti − τ) = Ei + 2πki, ki ∈ N,

où Pc est une certaine valeur critique de la période, qui correspond à un minimum local
de E(P ) Ainsi, la période peut être exprimée par la relation

Pc = ti − τ
Ei/2π + ki

, ki ∈ N. (8.31)

En conséquence, les minimums locaux se répètent avec la fréquence

νi = Ei/2π + ki
ti − τ

, ki ∈ N. (8.32)

L’illustration de cette périodicité des minimums locaux est présentée sur la figure 8.14.
Par analogie, une deuxième observation au temps tj fait intervenir encore un ensemble de
minimums locaux avec sa fréquence

νj = Ej/2π + kj
tj − τ

, kj ∈ N, (8.33)

De plus, cela fait diminuer l’amplitude des perturbations de la fonction d’énergie, mais
en revanche, la deuxième observation crée une superposition de deux minimums (voir
graphique 8.15) quand

ki = ti − τ
tj − τ

(Ej/2π + kj)− Ei/2π, ki, kj ∈ N. (8.34)

D’une manière similaire, pour une orbite elliptique nous avons des minimums locaux, liés
au point observé au temps ti, qui se répètent avec la fréquence

νi = (Ei − e sinEi)/2π + ki
ti − τ

, ki ∈ N. (8.35)

La dérivée de la fonction d’énergie. Considérons maintenant la dérivée de la fonction
d’énergie par la période :

∂E

∂P
= l

NP

N∑
i=1

εl−2
i

σli

Ei − e sinEi
(1− e cosEi)

(8.36)

×(εxi(−A sinEi + F
√

1− e2 cosEi)
+ εyi(−B sinEi +G

√
1− e2 cosEi)),

où εxi = (xOi − xCi ), εyi = (yOi − yCi ) et εi =
√
ε2
xi + ε2

yi (plus en détails voire D.1 pour la
dérivation détaillée).

Les minimums locaux (ainsi que le minimum global) correspondent à ∂E

∂P
= 0. Il est

évident que la dérivée (8.36) est égale à zero quand les points calculés coïncident avec
les points observés, c’est-à-dire εi = εxi = εyi = 0. D’un autre côté, il est clair que la
dérivée s’annule quand Ei = 0, i = 1...N . Cela est possible si tous les intervalles entre les
observations sont multiples de la période orbitale. Pratiquement, pour ce cas la période doit
être petite (peut être moins d’un jour), pour que chaque intervalle se divise entièrement
sur la période. Si la période orbitale est très grande, tellement grande que même le plus
large intervalle, entre la première et la dernière observation, est négligeable par rapport
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à la période, on peut avoir le cas d’une orbite très excentrique sur laquelle toutes les
observations se sont concentrées à côté du péricentre Ei ≈ 0. Pour éviter les minimums
locaux, liés à ceux des cas théoriques, mais pas très réalistes, l’intervalle de recherche peut
être contraint.

Finalement, les conditions des minimums locaux de l’énergie correspondent également à
celles du minimum global. Pour conclure, notons que plus d’observations sont disponibles,
plus petite est l’amplitude de la fonction d’énergie (voir l’illustration 8.16), en conséquence,
l’algorithme sort plus facilement des minimums locaux. En revanche, la superposition de
plusieurs minimums locaux, lié à la répartition des observations, donne un pic d’énergie
profond, duquel l’algorithme a des difficultés à sortir. Autrement, des contraintes sur la
période peuvent être introduites à l’aide de l’a priori.
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Figure 8.14 – Illustrations des minimums locaux de E(P ) liés à une observation pour les modèles
1 (bleu) et 2 (rouge). Les lignes verticales correspondent aux valeurs critiques de la période Pc =
ti − τ

Ei/2π + k
, k = 0, 1, 2, . . . , 10.
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Figure 8.15 – Illustrations des minimums locaux de E(P ) liés à deux observations pour les modèles
1 (bleu) et 2 (rouge). Les lignes verticales correspondent aux valeurs critiques de la période liées
au point d’observation au temps ti (ligne noire), tj (ligne rouge), avec les fréquences νi et νj
respectivement, et à la superposition de deux minimums locaux (ligne rouge) quand Pci = Pcj . Le
graphique en bas représente le même qu’en haut dans une échelle plus grande.
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Figure 8.16 – Fonction d’énergie, calculée pour 2 (en haut) et 10 (en bas) points observés, pour
une orbite elliptique. Modèle 1 : courbe bleu, Modèle 2 : courbe rouge.
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8.5.1 Proposition 1 : loi a priori informative

Une solution possible pour éviter les minimums locaux est de contraindre plus l’espace
de recherche. Le problème est en effet essentiellement lié à la période orbitale, il est alors
utile d’introduire une loi a priori informative pour ce paramètre. La loi peut être basée
sur l’échantillon des objets binaires du même groupe par exemple, si la période ne peut
pas être mieux estimée à partir des observations.

Considérons un échantillon de binaires transneptuniens. Cet échantillon n’est pas très
grand, de taille 23 avec les orbites déterminées, mais suffisant pour faire une estimation de
distribution. Par exemple, une loi log-normale (µ = 5.02 et σ = 1.778) peut être adaptée
(voir la figure 8.17)
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Figure 8.17 – Choix de la loi a priori log-normale µ = 5.02 et σ = 1.778 pour la distribution de
la période orbitale des binaires transneptuniens.

Exemple : (148780) Altjira

Nous avons appliqué l’algorithme de RS avec les mêmes configurations que dans le test
2.2 (voir tableau 8.3.1) avec le modèle 1 (voir la section 8.2), afin de retrouver les éléments
orbitaux à partir des 7 observations de TNB Altjira, prises de la publication Grundy et al.
(2011). Les résultats obtenus sont comparés avec ceux de Grundy et al. (2011), qui sont
choisis comme référence.

Premièrement, nous avons utilisé la loi a priori uniforme non-informative. L’échantillon
de 100 résultats de RS comparé aux valeurs publiées est présenté sur la figure 8.18. Il est
clair que l’algorithme ne converge que quelques fois vers le minimum global de l’énergie,
et presque tout le temps vers des minimums locaux. Ensuite, nous introduisons la loi a
priori pour la période, basée sur l’échantillon des TNB.
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Le résultat, présenté sur la figure 8.19, montre que la loi informative améliore considé-
rablement la convergence vers l’optimum global. Dans cet exemple l’algorithme est arrivé
à un optimum local une fois sur 100.
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Figure 8.18 – Résultats de 100 essais de RS sur les observations de Altjira. La loi a priori de la
période orbitale est uniforme sur l’intervalle de toutes valeurs possibles pour les TNB connus.
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Figure 8.19 – Résultats de 100 essais de RS sur les observations de Altjira. La loi a priori est
construite sur l’échantillon des TNB connus.

8.5.2 Proposition 2 : parallélisme de l’algorithme

Il existe différentes approches de réalisation d’un algorithme de RS avec parallélisation
(lorsque plusieurs chaînes de Markov simultanées figurent dans l’algorithme). Considérons
trois d’entre elles.

Recherches simultanées indépendantes. Cette méthode a été proposée par Czech
(2001). Les processus parallèles effectuent l’algorithme de RS, en commençant par diffé-
rents points initiaux. A la fin de l’algorithme une solution optimale est choisie entre les
résultats de chaque processus. Le plus grand avantage de cette méthode est la simplicité de
parallélisation en un nombre de processus quelconque. Czech (2001) montre que la vitesse
de recherche ne change presque pas par rapport à un RS standard.
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Figure 8.20 – Résultats de 100 essais de RS avec la parallélisation par la décomposition de l’espace
de recherche.

Recherches simultanées avec synchronisation périodique. Dans cette méthode
(Schmid and Schneider, 1999) les chaînes parallèles de RS commencent par un même état
initial. Ensuite, à chaque itération (après la procédure standard de RS de proposition
et d’acceptation d’un état), ou dans un certain nombre d’itérations choisies, les chaines
synchronisent leur état actuel. Cette synchronisation peut être faite soit avec le choix du
meilleur état parmi les chaînes, soit avec un choix aléatoire.

Décomposition de l’espace de recherche. Les algorithmes de RS sont effectués in-
dépendamment dans différents endroits de tout l’espace de recherche (Ram et al., 1996). Il
est nécessaire d’assurer la décomposition en régions telles qu’elles ne s’intersectent pas et
couvrent tout l’espace de recherche. En plus, la loi a priori doit être choisie pour chaque
région en fonction de la décomposition. Pour chaque problème la décomposition s’effectue
individuellement en considérant les caractéristiques de l’espace.

Exemple : (148780) Altjira

Le RS parallèle est appliqué pour les observations de TNB Altjira dans le but de retrou-
ver les 7 paramètres orbitaux du mouvement képlérien. Premièrement, nous appliquons
le RS avec la décomposition de l’espace de recherche. Diviser un espace de 7 dimensions
n’est pas évident, ainsi donc nous allons diviser seulement l’intervalle de recherche d’un
paramètre, celui qui introduit les minimums locaux de la fonction d’énergie – la période or-
bitale. La décomposition peut être faite simplement en plusieurs intervalles égaux ou bien
en tenant compte de la loi a priori des TNB. Soit tout l’espace de paramètre x ∈ [a, b]
divisée en N intervalles, telles que la probabilité de chaque intervalle∫ xi+1

xi

f(x) dx = C, ∀i ∈ [0, N ], x0 = a, xN = b, (8.37)

où f(x) est la densité de la loi a priori, C est une constante déterminée par la formule :

C = F (xN )− F (x0)
N

, (8.38)

où F (x) est la fonction de répartition de la loi a priori.
De cette façon, en utilisant la loi a priori pour le TNB, proposée dans la section 8.5.1,

l’espace de recherche est divisé en N = 6 intervalles. Comme d’habitude, pour avoir un
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relevé statistique sur le résultat, la procédure de RS a été répétée 100 fois. Le résultat est
affiché sur la figure 8.20. Il est clair qu’un résultat dans le voisinage de l’optimum global
a été obtenu pour tous les 100 essais de RS.

8.5.3 Proposition 3 : modification du schéma de la température

Kostenko and Kalashnikov (2006) propose d’augmenter temporairement la température
si l’algorithme arrive dans un optimum local, pour augmenter la probabilité d’y échapper.
Comme critère d’entré dans un optimum local, un nombre d’itérations est utilisé au cours
duquel la solution n’est pas améliorée. La modification suivante du schéma de la tempé-
rature est proposée :

Ti = min[T0, h(T0, i) + max(0, cT (k − kT ))], (8.39)

où h(T0, i) est une fonction standard de refroidissement (par exemple (8.4)), k est un
nombre d’itérations au cours duquel la solution n’est pas améliorée, kT est un nombre
critique d’itérations au cours duquel la solution n’est pas améliorée, cT est un coefficient
qui caractérise la vitesse d’augmentation de la température.

8.5.4 Résumé

Parmi les trois propositions d’amélioration de RS standard présentées ici pour résoudre
le problème des minimums locaux de l’énergie, le parallélisme de l’algorithme semble le
plus adapté. Par exemple, la décomposition de l’espace de recherche (voir l’exemple dans
8.5.2) ou les recherches simultanées indépendantes (testées mais pas présentées ici) sont
faciles à réaliser et efficaces.

L’utilisation de la loi a priori construit sur un échantillon des TNB connus montre son
efficacité dans l’exemple 8.5.1. En revanche, l’utilisation de la loi informative peut être
risquée. L’a priori peut influencer trop fortement l’inférence bayésienne, et jouer un rôle
plus important que la vraisemblance.

La troisième proposition – la modification du schéma de la température – peut être
aussi performante, mais le choix des paramètres complémentaires dans l’algorithme (les
valeurs cT , k et kT dans la formule (8.39)) n’est pas évident et peut ne pas être optimal.
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Chapitre 9

Conclusions et perspectives

La méthode d’optimisation recuit simulé (RS), basée sur un des algorithmes de Monte-
Carlo par chaînes de Markov (algorithme de Metripolis-Hastings), avec une approche bayé-
sienne a été proposé dans cette thèse pour le problème de la détermination de l’orbite
mutuelle d’objet binaire. Les résultats suivants ont été obtenus :

– l’application sur les observations simulées montre que la méthode de RS permet de
retrouver les paramètres d’orbite à partir des observations astrométriques ;

– l’application sur les vraies observations montre que les résultats sont comparables à
ceux de la méthode classique des moindres carrés ;

– la méthode de RS a été appliquée au modèle simple (képlérien) décrit par 7 pa-
ramètres, ainsi qu’au modèle perturbé (lié à non-sphéricité d’objet) décrit par 10
paramètres.

En comparaison avec la méthode classique pour ce problème – la méthode des moindres
carrés – le recuit simulé a certains avantages. Premièrement, il ne dépend pas des valeurs
initiales des paramètres à déterminer. Il suffit d’introduire une loi a priori sur les para-
mètres, qui n’exige presque aucune connaissance particulière sur les paramètres d’orbite.
Deuxièmement, le recuit simulé est flexible dans la modélisation de la fonction à optimiser.
C’est-à-dire que l’algorithme est libre dans le choix du type de résidu O − C (les résidus
peuvent être considérés laplacien (|O − C|) ou gaussien (|O − C|2), séparément par coor-
données x et y ou en vecteur (x, y) etc.). Les incertitudes des paramètres obtenus avec le
RS sont comparables à celles de la méthode des moindres carrés à nombre d’observations
égal.

D’un autre côté, quand dans la méthode classique l’augmentation du nombre d’obser-
vations est favorable, dans le RS cela augmente le temps de calcul. Ainsi, les deux méthodes
peuvent être complémentaires l’une de l’autre : l’algorithme de RS peut être utilisé pour
déterminer une orbite préliminaire avec peu d’observations disponibles et la méthode des
moindres carrés peut être ensuite appliquée pour améliorer l’orbite avec des observations
complémentaires.

Par rapport à l’autre méthode MCMC pour les asteroides binaires, décrite par Osz-
kiewicz et al. (2013), la nôtre partage avec elle des idées communes, mais a aussi des
différences et avantages. Premièrement, avec le RS on cherche une orbite la plus optimale,
quand avec la méthode de Oszkiewicz et al. (2013) on obtient une distribution des orbites
possibles. Deuxièmement, notre approche permet d’éviter l’utilisation de la méthode de
Thiele-Innes (Aitken, 1964), développée pour les étoiles binaires, qui peut être inappropriée
pour les observations d’astéroïdes.

Malgré tous les avantages de la méthode proposée dans cette thèse, elle n’est pas
parfaite. Une grande difficulté du problème consiste en la présence de plusieurs optimums
locaux de la fonction d’énergie qu’on minimise. Le choix des paramètres de l’algorithme



9. Conclusions de la deuxième partie 111

de RS n’est pas évident et demande plusieurs essais et erreurs. Les configurations de
l’algorithme (la température maximale et l’échelle de la loi instrumentale) peuvent être
sur-estimées ou sous-estimées, en conséquence, soit les calculs prennent beaucoup de temps
soit l’algorithme n’atteint pas de solution optimale. Le parallélisme de l’algorithme de RS,
testé dans cette thèse, est un solution possible à ce problème.

Perspectives. Dans les perspectives de ce travail les continuations suivantes peuvent
être faites :

– application des méthodes plus complexes basées sur la méthode de recuit simulé (par
exemple « simulated tempering » (Marinari and Parisi, 1992) ou « parallel tempe-
ring » (Swendsen and Wang, 1986, Geyer, 1991)) ;

– optimisation du choix de la température initiale et du schéma de refroidissement ;
– optimisation de la loi instrumentale,
– des modèles physiques du système binaire plus complexes (en prenant en compte
plusieurs perturbations), ainsi que les modèles du système triple et multiple.

En se référant à la première partie de cette thèse, le travail sur la détermination d’orbite
mutuelle des TNB est très important vue le manque d’objets avec une masse déterminée.
En conséquence, des observations complémentaires pour déterminer les orbites inconnues,
ainsi que pour préciser les orbites déjà déterminées et la non-sphéricité d’objet primaire,
sont nécessaires.
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Annexe A

Tests sur corrélation

A.1 Corrélation de Spearman

Table A.1 – Test de corrélation de Spearman. N est le nombre d’objets dans l’ensemble de
données, ρ est le coefficient de Spearman, la valeur-p est calculée dans l’hypothèse nulle : ρ = 0.

Paramètres N Méthode standard Bootstrap
ρ valeur−p ρ ±σρ valeur−p

D vs. pV 30 0.09 0.65 0.08 0.23 0.67
D vs. m 21 0.97 1.2× 10−12 0.96 0.04 1.22× 10−11

D vs. i 30 0.75 1.89× 10−6 0.73 0.09 4.83× 10−6

D vs. ∆HV 30 0.72 8.74× 10−6 0.7 0.1 1.93× 10−5

D vs. ρb 21 0.54 0.01 0.53 0.19 0.01
D vs. ar 21 0.41 0.07 0.04 0.21 0.07
D vs. e 30 0.28 0.14 0.27 0.17 0.16
D vs. P 21 −0.32 0.16 −0.3 0.22 0.19
D vs. a 30 −0.05 0.79 −0.05 0.19 0.78
D vs. q 30 −0.32 0.08 −0.3 0.17 0.1
pV vs. m 21 0.38 0.09 0.37 0.24 0.1
pV vs. i 30 −0.02 0.94 −0.02 0.22 0.92
pV vs. ∆HV 30 0.31 0.1 0.3 0.18 0.11
pV vs. ρb 21 0.72 2.44× 10−4 0.7 0.14 4.37× 10−4

pV vs. ar 21 0.52 0.01 0.51 0.2 0.02
pV vs. e 30 0.01 0.96 0 0.19 0.99
pV vs. P 21 0.003 0.99 0 0.22 1
pV vs. a 30 0.18 0.35 0.17 0.21 0.38
pV vs. q 30 0.15 0.42 0.15 0.18 0.42
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Table A.2 – Test de corrélation de Spearman avec les incertitudes des données. N est le nombre
d’objets dans l’ensemble de données, ρ est le coefficient de Spearman, la valeur-p est calculée dans
l’hypothèse nulle : ρ = 0.

Paramètres N Méthode des perturbations Méthode composite
ρ ±σρ valeur−p ρ ±σρ valeur−p

D vs. pV 30 0.11 0.13 0.67 0.19 0.23 0.31
D vs. m 21 0.94 0.02 1.4× 10−10 0.93 0.06 1.24× 10−9

D vs. i 30 0.71 0.05 0 0.72 0.1 7.06× 10−6

D vs. ∆HV 30 0.51 0.07 0.03 0.69 0.11 2.49× 10−5

D vs. ρb 21 0.52 0.06 0.02 0.5 0.2 0.02
D vs. ar 21 0.21 0.19 0.36 0.2 0.3 0.39
D vs. e 30 0.28 0.07 0.27 0.26 0.18 0.16
D vs. P 21 −0.32 0.05 0.16 −0.3 0.22 0.19
D vs. a 30 0.15 0.04 0.57 −0.05 0.19 0.8
D vs. q 30 −0.2 0.08 0.44 −0.3 0.18 0.11
pV vs. m 21 0.44 0.08 0.04 0.42 0.24 0.06
pV vs. i 30 −0.1 0.1 0.71 0.08 0.23 0.67
pV vs. ∆HV 30 0.3 0.1 0.25 0.34 0.19 0.07
pV vs. ρb 21 0.67 0.07 9.64× 10−4 0.65 0.16 0.002
pV vs. ar 21 0.13 0.18 0.58 0.13 0.31 0.58
pV vs. e 30 −0.01 0.1 0.96 0.02 0.21 0.93
pV vs. P 21 −0.04 0.11 0.85 −0.05 0.24 0.82
pV vs. a 30 0.05 0.07 0.86 0.15 0.21 0.44
pV vs. q 30 0.06 0.1 0.82 0.11 0.2 0.55
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A.2 Corrélation de Kendall

Table A.3 – Test de corrélation de Kendall. N est le nombre d’objets dans l’ensemble de données,
τ est le coefficient de Kendall, la valeur-p est calculée dans l’hypothèse nulle : τ = 0.

Paramètres N Méthode standard Bootstrap
τ valeur−p τ ±στ valeur−p

D vs. pV 30 0.06 0.64 0.06 0.17 0.64
D vs. m 21 0.89 0 0.89 0.06 1.48× 10−14

D vs. i 30 0.57 1.05× 10−5 0.57 0.09 1.53× 10−6

D vs. ∆HV 30 0.51 7.93× 10−5 0.51 0.1 2.31× 10−5

D vs. ρb 21 0.41 0.01 0.41 0.17 0.01
D vs. ar 21 0.33 0.04 0.33 0.17 0.04
D vs. e 30 0.17 0.2 0.17 0.12 0.2
D vs. P 30 −0.21 0.19 −0.22 0.15 0.17
D vs. a 30 −0.02 0.87 −0.02 0.13 0.86
D vs. q 30 −0.18 0.17 −0.18 0.12 0.16
pV vs. m 21 0.29 0.07 0.29 0.2 0.06
pV vs. i 30 −0.03 0.84 −0.03 0.17 0.81
pV vs. ∆HV 30 0.22 0.09 0.22 0.13 0.09
pV vs. ρb 21 0.56 4.58× 10−4 0.56 0.14 1.49× 10−4

pV vs. ar 21 0.39 0.02 0.39 0.16 0.01
pV vs. e 30 0.03 0.8 0.03 0.14 0.83
pV vs. P 21 0 1 10× 10−4 0.16 1
pV vs. a 30 0.14 0.28 0.15 0.16 0.26
pV vs. q 30 0.07 0.58 0.08 0.14 0.55
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Table A.4 – Test de corrélation de Kendall avec les incertitudes de données. N est le nombre
d’objets dans l’ensemble de données, τ est le coefficient de Kendall, la valeurs-p est calculée dans
l’hypothèse nulle : τ = 0.

Paramètres N Méthode des perturbations Méthode composite
τ ±στ valeur−p τ ±στ valeur−p

D vs. pV 30 0.14 0.07 0.28 0.15 0.17 0.25
D vs. m 21 0.84 0.03 8.3× 10−12 0.84 0.08 6.57× 10−12

D vs. i 30 0.56 0.04 2.86× 10−6 0.56 0.11 2.83× 10−6

D vs. ∆HV 30 0.51 0.03 3.19× 10−5 0.52 0.1 2.06× 10−5

D vs. ρb 21 0.39 0.05 0.01 0.4 0.17 0.01
D vs. ar 21 0.16 0.13 0.33 0.14 0.21 0.39
D vs. e 30 0.16 0.03 0.23 0.16 0.12 0.21
D vs. P 21 −0.2 0.04 0.21 −0.19 0.17 0.23
D vs. a 30 −0.03 0.03 0.84 −0.02 0.13 0.86
D vs. q 30 −0.17 0.03 0.19 −0.17 0.12 0.19
pV vs. m 21 0.33 0.07 0.03 0.34 0.19 0.03
pV vs. i 30 0.04 0.07 0.79 0.04 0.17 0.79
pV vs. ∆HV 30 0.25 0.06 0.05 0.25 0.15 0.05
pV vs. ρb 21 0.51 0.06 6.24× 10−4 0.51 0.15 5.88× 10−4

pV vs. ar 21 0.09 0.14 0.58 0.1 0.22 0.54
pV vs. e 30 0.01 0.06 0.93 0.01 0.14 0.93
pV vs. P 21 −0.01 0.07 0.93 −0.01 0.18 0.95
pV vs. a 30 0.1 0.05 0.42 0.1 0.16 0.43
pV vs. q 30 0.08 0.05 0.53 0.08 0.14 0.54
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Annexe B

Résultats des simulations

B.1 Simulations : étape 1, test 1
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Figure B.1 – Test 1, modèle 2. Un exemple de recherche des paramètres optimaux pendant
l’algorithme de RS. L’axe horizontal montre le nombre d’itérations.
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Figure B.2 – Test 1, modèle 3. Un exemple de recherche des paramètres optimaux pendant
l’algorithme de RS. L’axe horizontal montre le nombre d’itérations.
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Figure B.3 – Test 1, modèle 4. Un exemple de recherche des paramètres optimaux pendant
l’algorithme de RS. L’axe horizontal montre le nombre d’itérations.
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B.2 Simulations : étape 1, test 2.1
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Figure B.4 – Test 2.1, modèle 1. La ligne rouge continue correspond à la vraie valeur, les deux
lignes pointillées correspondent aux quantiles à 5% et 95%.
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Figure B.5 – Test 2.1, modèle 2. La ligne rouge continue correspond à la vraie valeur, les deux
lignes pointillées correspondent aux quantiles à 5% et 95%.
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Figure B.6 – Test 2.1, modèle 3. La ligne rouge continue correspond à la vraie valeur, les deux
lignes pointillées correspondent aux quantiles à 5% et 95%.



B. Résultats des simulations 124

 a, km 

D
en

si
ty

10000 30000 50000 70000

0.
00

00
0

0.
00

01
5

e, −
D

en
si

ty

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0
5

15
25

i, deg

D
en

si
ty

135 136 137 138 139 140

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

Ω, deg

D
en

si
ty

50 60 70 80

0.
00

0.
15

0.
30

ω, deg

D
en

si
ty

10 20 30 40

0.
00

0.
15

0.
30

P, days

D
en

si
ty

0 200 400 600 800

0.
00

0
0.

01
0

M, deg

D
en

si
ty

150 200 250 300 350

0.
00

0.
02

0.
04

O−C moyenne, arcsec

D
en

si
ty

0.00 0.05 0.10 0.15

0
20

60

Figure B.7 – Test 2.1, modèle 4. La ligne rouge correspond continue à la vraie valeur, les deux
lignes pointillées correspondent aux quantiles à 5% et 95%.
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B.3 Simulations : étape 1, test 2.2
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Figure B.8 – Test 2.2, modèle 1. La ligne rouge continue correspond à la vraie valeur, les deux
lignes pointillées correspondent aux quantiles à 5% et 95%.
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Figure B.9 – Test 2.2, modèle 2. La ligne rouge continue correspond à la vraie valeur, les deux
lignes pointillées correspondent aux quantiles à 5% et 95%.
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Figure B.10 – Test 2.2, modèle 3. La ligne rouge continue correspond à la vraie valeur, les deux
lignes pointillées correspondent aux quantiles à 5% et 95%.



B. Résultats des simulations 128

 a, km 

D
en

si
ty

9800 9900 10000 10100 10200

0.
00

0
0.

00
3

e, −
D

en
si

ty

0.494 0.496 0.498 0.500

0
20

0
40

0
60

0

i, deg

D
en

si
ty

134.8 135.0 135.2 135.4 135.6

0.
0

1.
0

2.
0

3.
0

Ω, deg

D
en

si
ty

43.5 44.0 44.5 45.0 45.5 46.0

0.
0

0.
4

0.
8

ω, deg

D
en

si
ty

44.5 45.0 45.5 46.0

0.
0

1.
0

P, days

D
en

si
ty

29.6 29.8 30.0 30.2 30.4

0.
0

1.
0

2.
0

M, deg

D
en

si
ty

174 176 178 180 182 184 186

0.
00

0.
10

O−C moyenne, arcsec

D
en

si
ty

0.000 0.004 0.008 0.012

0
10

0
20

0

Figure B.11 – Test 2.2, modèle 4. La ligne rouge continue correspond à la vraie valeur, les deux
lignes pointillées correspondent aux quantiles à 5% et 95%.
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B.4 Simulations : étape 2
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Figure B.12 – Modèle 1. La ligne rouge continue correspond à la vraie valeur, les deux lignes
pointillées correspondent aux quantiles à 5% et 95%.
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Figure B.13 – Modèle 2. La ligne rouge continue correspond à la vraie valeur, les deux lignes
pointillées correspondent aux quantiles à 5% et 95%.
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Figure B.14 – Modèle 3. La ligne rouge continue correspond à la vraie valeur, les deux lignes
pointillées correspondent aux quantiles à 5% et 95%.
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Figure B.15 – Modèle 4. La ligne rouge continue correspond à la vraie valeur, les deux lignes
pointillées correspondent aux quantiles à 5% et 95%.
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Annexe C

Données des observations

Table C.1 – Données astrométriques de 2001 QT297 (Teharonhiawako) (Grundy et al., 2011)
x = (α2 − α1) cos δ1 et y = δ2 − δ1, où α et δ se référent au primaire (1) et secondaire (2),
respectivement. L’incertitude σ dans les derniers chiffres est indiqué entre parenthèses.

UT jour et temps x(arcsec) y(arcsec)
11/10/2001 0.9528 +0.5390 (51) -0.2770 (52)
12/10/2001 1.873 +0.5460 (81) -0.2675 (84)
01/11/2001 0.7697 +0.624 (21) -0.214 (24)
02/11/2001 0.4299 +0.644 (21) -0.184 (26)
03/11/2001 0.3249 +0.642 (40) -0.193 (39)
04/11/2001 0.9046 +0.645 (21) -0.138 (35)
13/07/2002 6.7387 -0.314 (23) +0.692 (29)
18/07/2002 6.9538 -0.344 (68) +0.700 (55)
07/08/2002 4.5629 -0.43 (13) +0.81 (13)
08/09/2002 5.7632 -0.658 (91) +0.658 (91)
23/10/2003 1.7567 -0.012 (60) -0.527 (50)
25/05/2004 8.789 +0.4350 (70) +0.4560 (70)
13/09/2004 3.2531 -0.1330 (70) +0.6990 (60)
11/07/2005 5.8782 -1.0020 (80) -0.0440 (80)
12/12/2009 5.207 -1.0257 (77) +0.1098 (53)
03/08/2010 10.1942 -0.0032 (30) -0.5015 (30)



134

Annexe D

Calculs complémentaires

D.1 Dérivée de la fonction d’énergie

E = 1
N

N∑
i=1

εki
σki

(D.1)

∂E

∂P
= k

N

N∑
i=1

εk−1
i

σki

∂εi
∂P

(D.2)

où

∂εi
∂P

= ∂ε

∂xCi

∂xCi
∂P

+ ∂ε

∂yCi

∂yCi
∂P

= −1√
ε2
xi + ε2

yi

(εxi
∂xCi
∂P

+ εyi
∂yCi
∂P

)

= −1
εi

(εxi
∂xCi
∂P

+ εyi
∂yCi
∂P

) (D.3)

où
εxi = (xOi − xCi ) et εyi = (yOi − yCi ) (D.4)

Les coordonnées xCi et yCi dépendent de P très implicitement (surtout à cause de l’équation
de Kepler qui est une équation transcendante, qu’on ne peut pas résoudre analytiquement,
seulement numériquement).

Éléments vectoriels d’orbite

A = a(cosω cos Ω− sinω sin Ω cos i) (D.5)
B = a(cosω sin Ω + sinω cos Ω cos i)
F = a(− sinω cos Ω− cosω sin Ω cos i)
G = a(− sinω sin Ω + cosω cos Ω cos i)

x = A(cosE − e) + F (
√

1− e2 sinE) (D.6)
y = B(cosE − e) +G(

√
1− e2 sinE)
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Les éléments (a, e, i,Ω, ω, τ, P ) sont indépendants. Ainsi

∂x

∂P
= ∂x

∂E

∂E

∂P
(D.7)

∂y

∂P
= ∂y

∂E

∂E

∂P

Équation de Kepler
2π
P

(t− τ) = E − e sinE (D.8)

En dérivant la partie gauche et droite de l’équation (D.8) par la période P nous avons :

∂E

∂P
= 2π(t− τ)
P 2(e cosE − 1) (D.9)

∂x

∂P
= (−A sinE + F

√
1− e2 cosE) 2π(t− τ)

P 2(e cosE − 1) (D.10)

∂y

∂P
= (−B sinE +G

√
1− e2 cosE) 2π(t− τ)

P 2(e cosE − 1)

∂εi
∂P

= 2π(ti − τ)
P 2(1− e cosEi)εi

(D.11)

×
(
εxi(−A sinEi + F

√
1− e2 cosEi)

+ εyi(−B sinEi +G
√

1− e2 cosEi)
)

Ainsi, en revenant à l’équation D.3, pour la i−ème observation nous avons

∂εi
∂P

= 2π(ti − τ)
P 2(1− e cosEi)εi

(D.12)

×
(
εxi(−A sinEi + F

√
1− e2 cosEi)

+ εyi(−B sinEi +G
√

1− e2 cosEi)
)
,

et la dérivée de l’énergie par la période

∂E

∂P
= l

NP 2

N∑
i=1

εl−2
i

σli

2π(ti − τ)
(1− e cosEi)

(D.13)

×
(
εxi(−A sinEi + F

√
1− e2 cosEi)

+ εyi(−B sinEi +G
√

1− e2 cosEi)
)
.

En utilisant l’équation de Kepler (D.8) nous écrivons

∂E

∂P
= k

NP

N∑
i=1

εk−2
i

σki

Ei − e sinEi
(1− e cosEi)

(D.14)

×
(
εxi(−A sinEi + F

√
1− e2 cosEi)

+ εyi(−B sinEi +G
√

1− e2 cosEi)
)
.
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D.2 Matrice jacobienne

J =


∂x1/∂θ1 · · · ∂x1/∂θn
∂y1/∂θ1 · · · ∂y1/∂θn

... . . . ...
∂xN/∂θ1 · · · ∂xN/∂θn
∂yN/∂θ1 · · · ∂yN/∂θn


Dans cette matrice jacobienne les coordonnées (xi, yi) font référence au système lié au
plan tangent de la i-ème observation, les paramètres i, Ω et ω font référence au système
équatorial et, si on considère les perturbations, liés à l’aplatissement du corps primaire,
à un certain temps t0. En pratique, il est plus facile de calculer les dérivées entre les
coordonnées et les éléments référées à un même système de coordonnées et ensuite passer
au système lié au plan tangent d’observation.

Pour un ensemble des paramètres d’orbite on peut toujours passer aux vecteurs de la
position (x, y, z) et de la vitesse (ẋ, ẏ, ż) au temps t donné. Soit les éléments i, Ω et ω
rattachés au système lié à un vecteur fixe du moment angulaire de rotation du primaire
et secondaire (voir 6.1.4). Ainsi, les dérivées sont calculées par les formules suivantes.

∂x

∂a
= x

a
− 3ẋ

2a (t− t0), (D.15)
∂y

∂a
= y

a
− 3ẏ

2a(t− t0), (D.16)
∂z

∂a
= z

a
− 3ż

2a(t− t0). (D.17)

∂x

∂e
= hx− kẋ, (D.18)

∂y

∂e
= hy − kẏ, (D.19)

∂z

∂e
= hz − kż. (D.20)

où h = r − a(1 + e2)
ea(1− e2 , k = as

µ2e

(
1 + r

a(1− e2)

)
, s = xẋ+ yẏ + zż.

∂x

∂i
= z sin Ω, (D.21)

∂y

∂i
= z cos Ω, (D.22)

∂z

∂i
= y cos Ω− x sin Ω. (D.23)

∂x

∂Ω = −y, (D.24)
∂y

∂Ω = x, (D.25)
∂z

∂Ω = 0. (D.26)
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∂x

∂ω
= Ryz −Rzy, (D.27)

∂y

∂ω
= Rzx−Rxz, (D.28)

∂z

∂ω
= Rxy −Ryx, (D.29)

où Rx = sin i sin Ω, Ry = − sin i cos Ω et Rz = cos i.

∂x

∂τ
= −ẋ, (D.30)

∂y

∂τ
= −ẏ, (D.31)

∂z

∂τ
= −ż. (D.32)

∂x

∂P
= −ẋ(t− t0)/P, (D.33)

∂y

∂P
= −ẏ(t− t0)/P, (D.34)

∂z

∂P
= −ż(t− t0)/P. (D.35)

∂x

∂J2
= ∂x

∂Ω
∂Ω
∂J2

+ ∂x

∂ω

∂ω

∂J2
, (D.36)

∂y

∂J2
= ∂y

∂Ω
∂Ω
∂J2

+ ∂y

∂ω

∂ω

∂J2
, (D.37)

∂z

∂J2
= ∂z

∂Ω
∂Ω
∂J2

+ ∂z

∂ω

∂ω

∂J2
, (D.38)

où
∂Ω
∂J2

= 3
2

(
r0
a

)2 cos i
(1− e2)3/2 , (D.39)

∂ω

∂J2
= 3

4

(
r0
a

)2 4− 5 sin2 i

(1− e2)3/2 . (D.40)

Ensuite, chaque vecteur de dérivées ( ∂x
∂θj

,
∂y

∂θj
,
∂z

∂θj
)T doit être transformé selon le

système lié au plan tangent de la i-ème observation. Deux passages sont nécessaires pour
ça : (1) du système lié au vecteur fixe du moment angulaire de rotation du primaire et
secondaire vers la système équatorial et (2) du dernier vers le système lié au plan tangent
d’observation.

Les dérivées des coordonnées par les angles αp, δp, qui déterminent le vecteur fixe du
moment angulaire de rotation du primaire et secondaire, sont plus faciles à calculer par
les dérivées des coordonnées dans le système équatoriale. Soit ces coordonnées (x, y, z).

∂x

∂αp
= −x cosαp + y sinαp sin δp − z sinαp cos δp, (D.41)

∂y

∂αp
= −x sinαp sin δp − y cosαp sin δp + z cosαp cos δp, (D.42)

∂z

∂αp
= 0. (D.43)
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∂x

∂δp
= −y cosαp cos δp − z cosαp sin δp, (D.44)

∂y

∂δp
= −y sinαp cos δp − z sinαp sin δp, (D.45)

∂z

∂δp
= −y sin δp + z cos δp. (D.46)

Ensuite, un passage est nécessaire du système équatorial vers le système lié au plan
tangent d’observation.
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